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Zusammenfassung

Die Vorlesung bietet eine elementare Einfithrung in die Quantentheorie, die in zunehmendem
Mafle auch fiir die praktische Tétigkeit von Ingenieuren relevant wird. So basieren moderne Halb-
leiterbauelemente (auf dem Gebiet der Optischen Nachrichtentechnik und auch in der Halblei-
terelektronik) in ihrer Funktion auf quantenmechanischen Eigenschaften des Elektrons [3] [24]
[25]. Dienstintegrierte Breitbandnetze tibermitteln Nachrichten durch Lichtsignale (sogenannte
photonische Netze); die Erzeugung, Verstirkung und Detektion von Licht erfordert Kenntnisse
der Quantennatur des elektromagnetischen Feldes und der mit ihnen wechselwirkenden Ladun-
gen, da die prinzipiellen Grenzen der Ubertragungsgiite auf Quantenphinonenen beruhen. Diese
Gesichtspunkte werden auch in den Ubungen und Anwendungsbeispielen bevorzugt behandelt.
Nichtklassische Korrelationen (verschrinkte Zustéinde) finden bereits praktische Anwendungen in
der Quantenkryptographie. Eine Diskussion der subtileren Aspekte der Interpretation quantenme-
chanischer Probleme (wie etwa der verschrinkten Zusténde) findet man in [23][29][5].

Die Vorlesung gibt eine Einfithrung in die Problematik der Quantentheorie, in den sogenann-
ten Dirac-(oder Bracket-)Formalismus der Quantentheorie (er bietet den Vorteil, daf§ sich grund-
legende Beziehungen algebraisch anschreiben lassen und somit keine Vorkenntnisse iiber partielle
Differentialgleichungen erfordern; in den Ubungen wird gezeigt, wie sich diese Schreibweise auch
vorteilhaft zur Losung mathematischer Probleme einsetzen lift) und in die Systemdynamik. Die
Betonung liegt eher auf der Diskussion von Strukturfragen der Quantentheorie, der Entwicklung
einer Anschaulichkeit fiir quantenmechanische Abldufe und der Formulierung von Problemen, we-
niger auf der tatsichlichen Durchrechnung konkreter Systeme. Durch diese Einfithrung sollte der
Horer imstande sein, sich auch in anspruchsvolleren Texten der Quantenelektrodynamik zurecht-
zufinden.
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Kapitel 1

Einfithrung in die Problematik

1.1 Wellen und Teilchen

Aus unserer alltdglichen Anschauung haben wir Vorstellungen zu den Begriffen ,, Teilchen* und
» Welle“ entwickelt. Wellen erzeugt man auf der Wasseroberflache, indem man einen Stein ins
Wasser wirft; wirft man zwei Steine ins Wasser, so zeigen die von jedem der beiden hervorgerufe-
nen Wellen Interferenzen. Es erschiene uns abwegig, durch die Luft fliegende Kieselsteine als Wellen
beschreiben zu wollen (dazu besteht auch keine Notwendigkeit, weil niemand , Kieselsteininterfe-
renzen® beobachtet hat und erkliren muf}). Ebenso abwegig erschiene es uns, zwei interferierende
Wasserwellen als miteinander wechselwirkende Teilstrahlen von ,,Wasserteilchen“ zu verstehen,
und der Versuch, die Interferenz als Folge von St688en zwischen einzelnen Wasserteilchen zu erfas-
sen, wire zum Scheitern verurteilt.

Im Mikrokosmos sind die Verhéltnisse anders. Es gibt Erscheinungen, die wir als , Teilchen“
oder ,Wellen“ ansehen, obwohl wir sie nie im Sinne einer Alltagsanschauung wie Wasserwellen
oder Kieselsteine ,,gesehen“ haben: So sind Elektronen eben Teilchen, elektromagnetische Wellen
sind eben Wellen. Warum? Weil uns der Physiklehrer eine Klasse von Experimenten erzéhlt hat,
die zu diesen Schliissen berechtigen (und wir haben ihm geglaubt). Er hiitte uns aber eine ganz
andere Klasse von Experimenten sagen konnen, die zu ganz anderen Schliissen gefiihrt hétten.
Dazu nur zwei Beispiele:

e Beim #ufleren Photoeffekt kann Licht (eine Welle) aus einem Festkorper Elektronen (Teil-
chen) auslosen. Aber: Wenn die Wellenléinge des verwendeten Lichtes eine bestimmte Grenz-
wellenldnge in Richtung groflerer Wellenléngen {iberschreitet, werden keine Elektronen aus-
gelost, ganz egal, wie grofl die Lichtintensitit gewéahlt wird. Das ist unversténdlich; wenn
jedem Elektron eine bestimmte Energie zugefiihrt werden mufl, um es aus dem Festkorper
austreten zu lassen, miifite dies durch Erhohen der Wellenintensitdt immer moglich sein.
Die , Erklarung” gelingt zwanglos, wenn man sich Licht als einen Strom von Lichtteilchen
(Photonen) vorstellt, wobei die Energie der einzelnen Photonen umgekehrt proportional zur
Lichtwellenléinge ist: Bei Uberschreiten der Grenzwellenléinge reicht die Energie des Lichtteil-
chens nicht mehr aus, in einem ,,Stof3“ mit dem Elektron diesem die notige Austrittsenergie
zu verleihen (die kooperative Ubertragung der Energie zweier Lichtteilchen auf ein Elektron
ist extrem unwahrscheinlich, dazu miifiten zwei Photonen und ein Elektron gleichzeitig ,,zu-
sammenstoflen*). Fazit: Eine Welle (Licht) ,,benimmt“ sich beim dufleren Photoeffekt so, als
bestiinde sie aus Teilchen (Photonen).

e Schiefit man Elektronen (Teilchen) mit moglichst genau definierter Geschwindigkeit und
Richtung durch Kristalle und fangt sie auf einer dahinter angeordneten Folie auf, so entstehen
typische symmetrische Muster der Auftreffhaufigkeit dieser Elektronen. Die Muster sind nicht
aus der Anwendung der Stofigesetze oder der elektrostatischen Krifte zwischen Elektronen
und Kristallionen zu erklidren (man kénnte den Versuch auch mit Neutronen ausfithren, bei



denen keine elektrostatischen Krifte auftreten). Interpretiert man dagegen die Elektronen
als Welle mit einer Wellenldnge, die dem mechanischen Impuls der Elektronen umgekehrt
proportional ist, so lassen sich die Muster als Interferenzen von Wellen deuten, welche durch
regelmifBig angeordnete Hindernisse (Atome im Kristall) gebeugt wurden. Fazit: Teilchen
(Elektronen, Neutronen) ,,benehmen® sich bei der Beugung am Kristallgitter so, als wéren
sie Wellen (Materiewellen).

Die Quantentheorie entwickelt einen Formalismus, mit dem sich diese Dualitit von Wellen-
aspekt und Teilchenaspekt quantitativ erfassen 148t. Fiir den Makrokosmos, in dem Quantenphéno-
mene nicht manifest werden (Kieselsteine und Wasserwellen), liefert sie identische Aussagen wie
die klassischen Theorien.

Es erscheint ,,unanschaulich“, dafl sich Teilchen wie Wellen und Wellen wie Teilchen verhal-
ten sollen; daher ist eine kurze Kritik der ,,Anschauung” angebracht. ,, Anschaulich®“ erscheint
uns etwas, was auf Kategorien zuriickgefithrt wird, die wir aus unserer téglichen Anschauung
kennen: elastische Federn, Stofle, Wasserwellen, Kieselsteine. Wohlgemerkt: Das sind nicht not-
wendig Dinge, die wir ,verstanden“ haben, sondern vielfach haben wir uns nur daran gewchnt,
mit den Begriffen zu operieren, ohne sie je verstanden zu haben (was ist eine Feder? Das glaubt
jeder zu wissen, der auf einem Diwan gehopst ist oder an einem Expander gezogen hat). Es ist
ganz natiirlich, da§ auf den Mikrokosmos (einen Bereich, der sich unserer téiglichen Anschauung
entzieht) jene Begriffe nicht passen, die wir aus dem Umgang mit dem Alltag entwickelt haben
(Wellen, Teilchen). Daher ist auch Verzweiflung unangebracht (was sind sie nun? Wellen oder Teil-
chen? Sie kénnen doch nicht beides sein!). Aus dem Zur-Kenntnis-Nehmen von experimentellen
Befunden im Mikrokosmos kénnen wir uns mit den Spielregeln anfreunden, uns an sie gewShnen
(wie man Spielregeln fiir Skat oder Monopoly akzeptiert), dafiir eine ,,Anschauung® in dem Sinne
entwickeln, dafl wir prognostizieren kénnen, wie sich eine hypothetische Situation im Mikrokosmos
weiter entwickeln wird, genauso, wie wir voraussagen kénnen, was passiert, wenn wir einen Stein
aus der Hand fallen lassen (er wird eben zu Boden fallen).

Eine Warnung ist vonnéten: Wir miissen damit rechnen, dafl es auch andere Begriffe (aufier
,» Welle“ und , Teilchen*) gibt, die sich nicht naiv und ungestraft aus dem Alltag in den Mikro-
kosmos iibertragen lassen. Nehmen wir den Begriff ,Bahn“ (einer Lokomotive, eines geworfenen
Steins, etc): Steine und Lokomotiven werden wir durch unsere Beobachtung ihrer Bewegung auch
durch noch so ,,scharfe“ Blicke nicht in ihrer Bewegung merklich beeinflussen kénnen. Im Mikro-
kosmos ist das anders. Um Elektronen zu ,,sehen®, miissen wir sie mit Lichtteilchen ,,bewerfen®,
deren Energie moglicherweise grofer ist, als die des Elektrons. Das Elektron wird bei der ersten
Beobachtung aus seiner ,Bahn* geworfen, bei einer folgenden Beobachtung ist das Elektron nicht
dort, wo es gewesen wire, wenn wir die erste Beobachtung nicht versucht hatten. Der Begriff
,Bahn“ muf} vielleicht ganz aufgegeben werden: Der Mond zieht seine Bahn um die Erde. Aber:
Zieht ein Elektron seine Bahn um ein Proton (Wasserstoffatom)? Wie wollte man sie registrieren?
Dazu folgende Uberlegung: Ein Wasserstoffatom hat einen Durchmesser von ungefihr 1A= 10-8
cm. Wollten wir die Bahn auf 1% genau vermessen, miifite man Distanzen von 1072A= 1010 c¢m
auflésen. Da man mit Licht aber Details nur bis in die Gréenordnung der verwendeten Lichtwel-
lenlinge auflésen kann, miiiten wir Licht der Wellenléinge 107 !° c¢m verwenden: Dem entspricht
eine Photonenenergie (Energie der Lichtteilchen) von ungefihr 1,24 MeV. Da die Ionisierungsener-
gie eines Wasserstoffatoms nur 13,6 eV betriigt, ist leicht einzusehen, was passiert: Wenn wir mit
einem Photon der Energie 1 MeV auf ein H-Atom werfen, treffen wir vielleicht das Elektron und
,sehen“ einen einzigen Punkt seiner Bahn; damit haben wir aber auch das H-Atom demoliert,
und eine weitere Messung ist unmdoglich! Alles, was wir tun konnen, ist folgendes: Wir nehmen
immer wieder und immer wieder ein heiles H-Atom, messen, wo das Elektron ist, und notieren uns
die Lage, wo wir bei den einzelnen Atomen das Elektron gesehen haben. Das Ergebnis ist keine
»,Bahn“, sondern eine Wahrscheinlichkeitsdichte w(7), das Elektron an einer Stelle 7 relativ zum
Proton anzutreffen (wie in Extremsituationen der Begriff einer Orbitalbewegung eines lokalisierten
Elektrons aufrechterhalten werden kann, wird in [34] diskutiert).



1.2 Interferenzexperimente

Die fiir den Mikrokosmos relevanten Zusammenhénge zwischen den Erscheinungsformen ,, Welle*
und ,, Teilchen“ desselben ,,Etwas“ sollen anhand nachstehend beschriebener Experimente niher
untersucht werden. Die Versuchsanordnung zeigt Abb.1.1: Aus einer Quelle Q werden klassische
Teilchen, klassische Wellen oder dem Mikrokosmos zuzuordnende ,, Zwitter® (z.B. Elektronen) ab-
gegeben, welche durch Spalte 1, 2 in einem Schirm S in eine Registrierebene R gelangen.

S R
Ax

f -x =1
L

A

Q
x=0

ZF

f L x =-1

Abbildung 1.1: Q: Quelle fiir klassische Teilchen, klassische Wellen oder Wellen-Teilchen-Zwitter. S:
Schirm mit zwei Spalten 1, 2. R: Registrierebene mit lings der x-Achse verschieblichen Detektoren

1.2.1 Experiment mit klassischen Teilchen

Bei jedem Experiment werden nacheinander N Teilchen von der stark streuenden Quelle Q emit-
tiert. Die Teilchen seien unzerbrechlich, es sei ausgeschlossen, daf sie sich auf ihrer Bahn gegenseitig
beeinflussen (also, daf§ etwa ein vom Schirm abprallendes Teilchen das niichste Teilchen aus der
Quelle trifft und ablenkt). Die beiden Spalte 1, 2 sind symmetrisch zur Verbindungslinie zwischen
der Quelle Q und dem Punkt x = 0 in der Registrierebene. Im Mittel werden N; Teilchen durch
Spalt 1, Ny Teilchen durch Spalt 2 und Ny Teilchen durch keinen der beiden Spalte fliegen. Es las-
sen sich Teilchendichten n(z) (Teilchen pro Linge in a-Richtung) und Wahrscheinlichkeitsdichten
w(z) fiir das Auftreffen von Teilchen an der Stelle = definieren, sowie eine Wahrscheinlichkeit wy,
dal das Teilchen weder durch Spalt 1 noch durch Spalt 2 gelangt.

Ist nur Spalt 1 gedffnet, so gelangen N; der ausgesandten N Teilchen in die Registrierebene,
und es gilt

+oo +oo
n1(z) = Nwq (), N, z/nl(x)dx =N [w;(z)dx. (1.1)

Fiir den Fall, dafl nur Spalt 2 gedffnet wird, erreichen N, der von der Quelle abgegebenen N
Teilchen die Registrierebene:

+oo +oo
na(z) = Nwa(x), Ny z/ng(x)dx = N [ws(z)dz. (1.2)



Die Prognose fiir die Teilchendichte in der Registrierebene im Fall, dafl beide Spalte gedffnet sind,
lautet folgendermaflen: Da die Teilchen einander nicht beeinflussen, wird die lokale Teilchendichte
ny2(x) die Summe der Teilchendichten sein, welche bei Durchgang durch Spalt 1 und Spalt 2 zu
erwarten sind, das heifit

n12(z) = Nwia(z) = ny(z) + na(z) = Nwi(z) + wa(x)],

—+oo +oo
/nlg(sc)dac = N [wiz(x)dz = N1 + N (1.3)

wiz(x) = wy (z) + wa(x).

Die lokale Auftreffwahrscheinlichkeit wio(z) ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten wy (), wa(z)
(in der Normierung, wie sie Gl.1.1-Gl. 1.3 zu entnehmen ist). Ferner gilt natiirlich

+o0 +o00 400

N = N1 + N2 + NO :/nl(as)d;v —|—/TL2(SC)dl‘ + NO :/Tllg(l')dCE + NO
—o0 . —0oo oo —o0 (14)
=N /w1 (z)dx +/w2(x)da: + wo

Die prinzipiellen Verldufe der Teilchendichten sind in Abb. 1.2 dargestellt.

Abbildung 1.2: Verlauf der Teilchendichten in der Registrierebene. n1 (z): Transmission durch Spalt
1. ng(z): Transmission durch Spalt 2. nj2(x): Transmission durch beide Spalte

1.2.2 Experiment mit klassischen Wellen

In Abb.1.1 sei Q eine Wellenquelle, welche die Leistung P aussendet. In der Registrierebene
seien keine Anzeichen fiir einen Teilchencharakter feststellbar (die Detektoren registrieren eine
Intensitéit I(z), welche sich bei Verinderung von P kontinuierlich dndern l#8t). Im Mittel wird
durch den Spalt 1 die Leistung P;, durch den Spalt 2 die Leistung P, transmittiert. Die Leistung
Py verfehlt die beiden Spalte. Anstelle von Teilchendichten n(x) werden nun Intensitéten I(x)
registriert, welche auch durch (auf die Gesamtleistung P der Quelle) normierte Intensitédten w(zx)
ausgedriickt werden kénnen.
Ist nur Spalt 1 getffnet, so registriert man analog zu Gl. 1.1 die Intensitét

“+oo +o0

I (xz) = Pwy(x), Py :/Il(x)d:r = P/wl(x)dm. (1.5)

— 00 — 00



Analoge Beziehungen gelten fiir den Fall, dafl nur Spalt 2 geéffnet ist:

+oo +oo
L(z) = Pus(a), Py = / L(z)dz = P / wo () da. (1.6)

Die Prognose, daf sich bei Offnung beider Spalte analog zu Gl.1.3 eine Intensitit Ijo(x) regi-
strieren 148t, welche man durch Addition der Intensitéten I (z) und Iz(z) erhilt, stellt sich nach
Durchfithrung des Experiments als falsch heraus. Es gilt ndmlich

I2(z) = Pwiz(x) # Li(2) + I2(z) = Plwi(z) + wa ()],

(1.7)
d.h. wia(z) # wi(x) + wa(x).

Tatséchlich ergibt sich fiir die Intensitétsverldufe das in Abb. 1.3 dargestellte Ergebnis. Jedem,
der mit Wellen zu tun gehabt hat, ist ,klar“ (das heifit: er hat sich daran gewoéhnt), dafl bei

L,(x)

Abbildung 1.3: Verlauf der Intensitédten in der Registrierebene. I (x) bei Transmission durch Spalt
1, Is(z) bei Transmission durch Spalt 2, I12(z) bei Transmission durch beide Spalte

Wellen die Feldstérken superponiert werden miissen, und daf} sich Intensitdten durch Quadrieren

der Feldstarken ergeben. Die Prognose ist falsch, weil dieser Umstand nicht beachtet wurde.
Wir beschreiben also die Wellen in der Registrierebene durch eine Feldstarke

bl t) = V2R {d(a)e?!} = V2J(a)| R {0 (1.8)
welche so normiert sei, daf§ fiir die Intensitét I(z) gilt

I(z) = Ply(x)[*. (1.9)

Mit diesen Definitionen dndert sich in den Fillen, daf nur ein Spalt getffnet ist, gar nichts. G1. 1.5
und GI. 1.6 lauten nun

+oo +oo +0oo
Ii(z) = Pwi(z) = Plyr(2)]?, P :/[1(i13)d$ = P/wl(x)dx = P/|1/’1(117)|2d$,

oo oo oo (1.10)
L(z) = Pus(z) = Pltn(2)2, P :/Ig(x)da: — P wa(a)dz = P/|¢2(a:)|2dx.



Im Fall, da8 beide Spalte gedfinet sind, miissen zunichst die Teilfelder 11 (z), ¥2(z) zu einem
Gesamtfeld ¢12(z) iiberlagert werden,

Y12(x) = P1(2) + P2(2), (1.11)
aus dem dann die Intensitét I12(x) ermittelt wird; mit Gl. 1.10 erh&lt man

L () = Pwia(x) = Plga(2)]* = Pl () + vo(2)?

= N (z) + Ixy(x) + 2+/ I1 (x)I2(x) cos[d1 (z) — 2 ()] (1.12)
# I (z) + Ix(z) = Plwi(x) + wa(z)].

Der Interferenzterm gibt die Verhéltnisse von Abb. 1.3 prinzipiell richtig wieder. In der Ndhe von
rx=0 gﬂt im Fall Il(O) = IQ(O), 51(0) = 52(0)

I5(0) = 41, (0), (konstruktive Interferenz). (1.13)

Es gibt aber benachbarte Stellen © = +e¢, an denen 6;(£¢) — d2(£¢e) = £7 erfiillt ist, und an
denen somit niherungsweise

Iia(+e) = 0, (destruktive Interferenz) (1.14)
gilt. Streng genommen sind die Teilfelder 1 (), ¥2(x) fir den Fall, da§ beide Spalte offen sind,

nicht mehr identisch mit den Feldern ¢ (z), 12(x), die sich ergeben, wenn nur ein Spalt offen
steht. Vernachlidssigt man diesen Effekt, so gilt angenéhert (sieche Abb. 1.5)

+oo
/ vV I (2)I3(x) cos[01(z) — da(x)]dz = 0, (1.15)

so daBl in Analogie zu GI. 1.4 auch gilt

“+o00 +oo +o0
—00 —00 —00

1.2.3 Experiment mit Elektronen

Aus der Quelle Q in Abb. 1.1 werden nun Elektronen entlassen. In der Registrierebene angeordnete
Detektoren stellen fest, dafl es sich tatséchlich um unteilbare, individuell registrierbare Teilchen
handelt.

Mit denselben Bezeichnungen wie in Gl. 1.1-Gl. 1.4 wiirde man bei der Transmission durch den
Spalt 1, durch den Spalt 2 oder durch beide Spalte die in Abb. 1.2 dargestellten Ergebnisse erwar-
ten. Tatséchlich registriert man aber fiir die Teilchendichten n4(z), na(z) und nq(x) Verliufe, die
sich mit denen von Iy (z), Io(z) und I12(x) aus dem Experiment mit klassischen Wellen decken.

Das Dilemma scheint unlosbar: In der Registrierebene werden eindeutig Teilchen empfangen.
Diese Teilchen miissen durch einen der beiden Spalte gekommen sein. Weil aber ein Interferenz-
muster in der Teilchendichte n15(x) gemessen wurde, miifiten sich die Elektronen in der Schir-
mebene wie Wellen verhalten haben, also , gleichzeitig®* auf eine obskure Weise als Partialwellen
durch die Spalte geflogen sein. Die Interferenz dieser Wellen miifite eine raumliche Modulation
der Auftreffwahrscheinlichkeit in der Registrierebene bewirkt haben, so dafy an Stellen hoher Auf-
treffwahrscheinlichkeit hiufiger (ganze, unteilbare) Elektronen ankommen als an Stellen niedriger
Auftreffwahrscheinlichkeit.

Diese ,,geheimnisvolle* Umwandlung von Teilchen in Wellen und wieder in Teilchen (auf dem
Weg von der Quelle durch den Schirm in die Registrierebene) ist mit unseren Alltagsvorstellungen
iiber Wellen und Teilchen nicht vereinbar. Es ist angebracht, die Frage zu stellen: Auf welchem
Weg sind die Elektronen tatséichlich an die Stelle x gelangt, durch Spalt 1 oder durch Spalt 27
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Abbildung 1.4: Anordnung von Abb. 1.1, ergénzt durch eine Lichtquelle L. und einen Photodetektor
PhD zur Erlangung der Welcher-Weg-Information

Wir versuchen, die Frage durch einen , Welcher-Weg-Detektor® (im folgenden kurz als WW-
Detektor bezeichnet) zu 16sen. Abb. 1.4 zeigt die Anordnung. Nach einigem Experimentieren mit
der Beleuchtung der beiden Spalte stellen wir fest: Wenn die Wellenlénge der Lichtquelle zu grof§
gewihlt wird, erzeugt zwar ein durch die Spalte fliegendes Elektron einen Lichtblitz von reflektier-
tem Licht in der Schirmebene, aber die rdumliche Ausdehnung der Lichterscheinung ist so grof,
daB sich nicht entscheiden 148t, ob das Elektron durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 gekommen ist.
Wenn die Intensitét des Lichtes zu klein gew#hlt wird, kann es vorkommen, dafl in der Registriere-
bene ein Elektron ankommt, ohne dafl vorher in der Schirmebene ein Lichtblitz registriert wurde
(das Elektron ist ,,ungesehen“ durchgeschliipft).

Wird die Wellenlénge des Lichtes hinreichend klein gemacht und eine hinreichend grofie Lichtin-
tensitét eingestellt, so 148t sich erreichen, dafl wir von jedem Elektron, welches die Registrierebene
erreicht, eindeutig angeben kénnen, durch welchen Spalt es gekommen ist. Fiir die Teilchendichten
ny(x), no(x) und nqa(x) registrieren wir die Kurven von Abb. 1.5, also keine Interferenz! Wenn wir
dagegen den WW-Detektor entfernen (oder, wie oben besprochen, Lichtwellenlinge und Lichtin-
tensitiit so einstellen, dafi eine WW-Information nicht erreicht werden kann), so erhélt man bei
Transmission durch beide Spalte die Teilchendichte n)4(x), also volle Interferenz (siehe Abb. 1.5).

Eigentlich ist das Ergebnis befriedigend: Es zeigt, dal Elektronen weder Teilchen ,,sind“, noch,
daf} sie Wellen ,,sind“. Sie verkorpern in sich beide Erscheinungsformen. Es liegt an uns, sie so zu
behandeln, daf sie das eine oder das andere Verhalten zeigen. Wenn wir sie durch Installieren eines
WW-Detektors dazu zwingen, ihre Teilchennatur zu manifestieren, dann benehmen sie sich auch
wie Teilchen: Sie interferieren nicht. Wenn wir dagegen in der Schirmebene keine Information
erlangen konnen, dafl es sich um Teilchen handelt, dann benehmen sie sich dort wie Wellen,
deren Interferenz in der Registrierebene die rdumliche Auftreffwahrscheinlichkeit moduliert. Der
Detektor in der Registrierebene zwingt die Elektronen wieder in ihr Teilchenbild und registriert
ganze Elektronen.

Die Interferenz kann quantitativ nur wiedergegeben werden, wenn man eine mathematische
Beschreibung analog der Behandlung klassischer Wellen wéhlt, also in Anlehnung an GI.1.8—
Gl 1.12.

Man postuliert somit: Fiir jedes Ereignis gibt es eine diesem Ereignis zugeordnete komplexe
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Abbildung 1.5: Teilchendichten bei der Transmission von Elektronen durch einen Doppelspalt.
n1(z) bei Transmission durch Spalt 1. ng(x) bei Transmission durch Spalt 2. nq2(z) bei Transmis-
sion durch beide Spalte und vollstindiger WW-Information. n),(«) bei Transmission durch beide
Spalte und fehlender WW-Information

Zahl (Wahrscheinlichkeitsamplitude = WA oder Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude = WDA).
Die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrscheinlichkeitsdichte), mit der das Ereignis eintritt, erhdlt man
als Quadrat des Absolutbetrags der WA (oder WDA). Wenn ein Ereignis iiber mehrere, fiir unsere
normalen Vorstellungen einander logisch ausschliefende Wege abgelaufen sein kann, ohne dafl wir
eine WW-Information registriert haben, dann ist die WA (oder WDA) fiir dieses Ereignis die
Superposition der WA (oder WDA), welche den einzelnen Wegen zugeordnet sind.

Ist ¢1(x) die WDA dafiir, daf ein Elektron aus der Quelle Q durch Spalt 1 an die Stelle =
gelangt, und ist 12 (z) die WDA, daf} ein Elektron aus Q iiber Spalt 2 an die Stelle x gelangt, so wird
das Ereignis, daf ein Elektron aus Q durch einen der beiden Spalte (ohne daf ein WW-Detektor
installiert wurde) nach z gelangte, durch die WDA

Y12(z) = ¥1(x) + Pa(z) (1.17)

beschrieben, die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten sind somit

wi(z) = [¢r(z)|?
wa(z) = [¢a(x)|?
wiz(x) = [Pr2(2)|* = |91 (2) + o ()|
= wy () + wa(x) + 24/ w1 (z)wa(z) cos[d1(z) — da(x)].

(1.18)

Die Gleichungen sind analog zu Gl.1.11, G1.1.12. Die WA (oder WDA) hat keine unmittelba-
re physikalische Bedeutung, ihre Zusammensetzung hat aber Einfluf auf die berechneten (und
registrierbaren) Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten eines Ereignisses. Welchen Gleichungen
geniigen die WA (oder WDA)? Wie #indern sie sich als Funktion des Ortes und der Zeit in der
Dynamik von Systemen? Diese Fragen werden spéter zu beantworten sein.

Interferenzexperimente der hier beschriebenen Art sind sowohl mit einzelnen Photonen [12] als
auch mit einzelnen Elektronen [25][45] durchgefiihrt worden. Es ist zu beachten, daf§ das Vektor-
potential A und das Skalarpotential ¢ die Phase der Wahrscheinlichkeitsamplituden beeinflussen
[1)[31][25][45] und damit den Ausgang von Interferenzexperimenten bestimmen: A und ¢ haben
somit eine unmittelbare physikalische Bedeutung (und sind nicht, wie in Texten der klassischen
Elektrodynamik noch heute vielfach behauptet wird, blof3 Hilfsmittel zur Berechnung der elektro-
magnetischen Felder).



Gibt es iiberhaupt klassische Wellen und Teilchen? Warum gibt es keine Kieselsteininterferen-
zen oder Quanten der Wasserwellen?

Natiirlich unterliegen auch Kieselsteine und Wasserwellen den Gesetzen der Quantentheorie.
Nach Abschn. 1.1 ist die Materiewellenléinge eines Teilchens umgekehrt proportional zu seinem
Impuls. Fiir ein Elektron, welches die Potentialdifferenz von 1V durchlaufen hat, berechnet man
eine Materiewellenldnge A = h/(mv) = 12 A. Die Materiewellenlinge selbst langsam fliegender
Kieselsteine ist viele Zehnerpotenzen kleiner. Eine rdumliche Modulation der Kieselsteindichte
(sieche nj,(z) in Abb.1.5) erfolgt mit so kurzer Periode, dafl jeder Kieselsteindetektor iiber viele
Perioden mittelt und im Effekt den Verlauf von nia(z) registriert: Kieselsteininterferenzen sind
unmeBbar. Ahnlich sind bei Wasserwellen die Energiequanten so klein, daB eine Kérnigkeit der
Intensitéit I(x) nicht registrierbar ist.

1.3 Die Unschirferelation

Es konnte sein, dafl der WW-Detektor von Abb.1.4 das System zu stark stort. Wiirde durch
die Beleuchtung die relative Phase ¢ zwischen den WDA 4 (), 12(x) von Elektron zu Elektron
statistisch geéindert (Gleichverteilung im Intervall 0 < ¢ < 27), so miifite man GI. 1.17 ersetzen
durch

Yio(a) =va(@) +Ya(@)e?,  wlp)= - i 0<p<om (1.19)

Fiir die Wahrscheinlichkeiten wiirde resultieren (Querstriche bedeuten eine Mittelung iiber die
Zufallsgrofie o)

2

wi(x) = [¢1(2)]
wy(x) = |tha(x)[?
wia(z) = [P12(2) 2 = w1 (z) + wa(z) + 2¢/ wy (w)w(x) cos[dy () — ba(x) — ¢

= wy () + wa(x).

(1.20)

Es ergibe sich dementsprechend keine Interferenz. Ideal wire es, wenn die WW-Entscheidung
getroffen werden konnte, ohne die Elektronen auf ihrem Weg von der Quelle in die Registrierebene
durch zusétzliche Einrichtungen stéren zu miissen.

Dazu folgendes Gedankenexperiment: In der Anordnung von Abb. 1.6 werde der auf reibungs-
losen Rollen in z-Richtung verschiebliche Schirm S mit dem Doppelspalt symmetrisch zur Verbin-
dungslinie zwischen Quelle und der Stelle z = 0 in der Registrierebene R eingestellt, und zwar so,
daf er sich in Ruhe befindet. Ein Elektron mit dem Impuls p, welches auf dem Weg durch Spalt
1 (durch Spalt 2) an die Stelle x = 0 gelangt, iibertrigt (Impulserhaltung zwischen Schirm und
Elektron!) auf den Schirm den Impuls

ps = = 2psina. (1.21)

LaBt man das Experiment in volliger Dunkelheit (keine Storung des Elektrons durch Licht!) ab-
laufen, und schaltet das Licht erst wieder ein, wenn das Elektron bereits im Detektor in der
Registrierebene gelandet ist, so sieht man aus der Bewegung des Schirms, durch welchen Spalt
das Elektron geflogen ist: Bewegt sich der Schirm nach oben, ging es durch Spalt 1; bewegt sich
der Schirm nach unten, ging es durch Spalt 2. Diese Entscheidung aufgrund der Bewegungsrich-
tung des Schirms ist allerdings nur dann méglich, wenn der Schirm zu Beginn des Experiments
einen Impuls in z-Richtung hatte, dessen Betrag kleiner ist als pg von GI.1.21. Man mufl den
Schirm daher zu Beginn jedes Elektronenstarts so justiert haben, daf fiir den Betrag Apg des
Schirm-Impulses gilt

Aps < 2psina. (1.22)
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Abbildung 1.6: Registrierung der Elektroneninterferenz bei x = 0. S ist der auf reibungslosen
Rollen verschiebliche Schirm mit dem Doppelspalt, Q ist die Elektronenquelle

Aber auch die Lage des Schirms mufl genau kontrolliert werden. Bei symmetrischer Einstellung des
Doppelspalts zur Position £ = 0 entsteht an dieser Stelle durch die Interferenz der Materiewellen
ein Maximum der Auftreffwahrscheinlichkeit (sieche auch Abb.1.5). Das néchste Interferenzmaxi-
mum (siehe Abb. 1.6, in der Nahe von « = 0 sind die Materiewellen als ebene Wellen vorausgesetzt)
wire im Abstand

A h

h
dy = = da A= —. 1.2
M= 9sina 2psina’ A p (1.23)

Dabei ist A die Materiewellenléinge, welche umgekehrt proportional zum Impuls p des Elektrons
ist. Der Proportionalitiitsfaktor A = 6,6260755 - 10~3* Ws? ist das Plancksche Wirkungsquantum.
Um von Versuch zu Versuch das Interferenzmaximum an der Stelle z = 0 entstehen zu lassen, muf
gefordert werden, dafl die Abweichung Azg des Schirms von der symmetrischen Einstellung sehr
klein ist im Vergleich zu dj; von GI. 1.23:

Azg < dy = (1.24)

2psina’
Kombiniert man GI. 1.22 und GI. 1.24, so ergibt sich eine Forderung fiir die Impulsunsicherheit Apg
und die Lageunsicherheit Axg des Schirms, die man vor Beginn jedes Elektroneniibergangs von
Q nach x = 0 zu erfiillen hat, wenn man sowohl die WW-Information als auch die Interferenzfigur
erhalten mochte:

Al‘sApS < h. (1.25)

Beim tatséchlichen Versuch stellt sich heraus, dafl die Forderung von Gl. 1.25 nicht zu erfiillen ist.
Es gelingt zwar, eine Einstellung Axg < dps zu erreichen (hohe Priizision bei der Positionierung
des Schirms), und dementsprechend erscheint auch nach vielen Versuchen eine Teilchendichte wie
niy(z) von Abb. 1.5. Beim Anschalten des Lichtes nach Eintreffen des Elektrons im Detektor stellt
sich aber in allen diesen Féllen heraus, dafl sich der Schirm so schnell nach oben oder nach unten
bewegt, dafl offenbar Apg > 2psina war und somit keine WW-Information vorliegt. Alternativ
kann man auch den Impuls des Schirms sehr prizis auf Apg < 2psina einstellen: Allerdings
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stellt sich dann heraus, dafl es irgendwie nicht gelungen ist, den Schirm genau zu positionieren;
mit den von Versuch zu Versuch anders positionierten Interferenzmaxima ergibt sich nach vielen
Versuchen eine glatte Kurve fiir die Teilchenhéufigkeit (siehe n12(x) in Abb. 1.5). Damit liegt zwar
die WW-Information vor, aber es kann keine Interferenz beobachtet werden.

1.3.1 Unschirferelation. Komplementaritét

Es zeigt sich, daf} es Paare von physikalischen Gréfien gibt, die nicht gleichzeitig auf einen bestimm-
ten Wert eingestellt werden kénnen. Solche Paare sind z. B. die z-Koordinate und der Impuls p,
in z-Richtung. Mit einer geeigneten Definition der Unsicherheiten Az, Ap, (siehe Abschn.A.1)
gilt

AzAp, > g h= % = 1,05457267 - 1034 Ws?. (1.26)
Gl.1.26 wird als Unschérferelation oder Unbestimmtheitsrelation bezeichnet. Sie verhindert, dafl
man gleichzeitig iiber den Teilchenaspekt (Axz — 0, genaue Lokalisierung eines Systems) und iiber
den Wellenaspekt (AN = A(h/p) — 0, d.h. Ap — 0, genaue Kenntnis der Materiewellenléinge)
prézis informiert sein kann.

Eine Folge davon ist, dafi physikalisch beobachtbare Grofien (sogenannte Observable) in der
Quantentheorie nicht mehr als Produkt einer Mafizahl mit einer Einheit beschrieben werden
konnen. Fiir die z-Komponente L, eines Bahndrehimpulses gilt z. B.

L. = xpy — yps. (1.27)

Wegen der Unschérferelation kénnen die Observablenpaare z, p, und y, p, nie gleichzeitig prézi-
siert werden. Dadurch wiirde es unmoglich, die z-Komponente L, des Drehimpulses auf einen
exakten Wert einzustellen! Wenn aber Messen iiberhaupt einen Sinn haben kann, muf} es immer
moglich sein, eine einzige beliebige Observable auf einen genauen Wert zu fixieren. Auflerdem
gibt es Observable, die nur ganz bestimmte diskrete Werte annehmen kénnen (man bezeichnet
dies als diskretes Mefwertspektrum). Eine Beschreibung von Observablen in der Quantentheo-
rie muf in der Lage sein, sowohl vertrégliche Messungen (d.h. die Observablen sind gleichzeitig
prizis einstellbar, sie unterliegen keiner Unschérferelation) als auch nichtvertrigliche Messungen
(die Observablen unterliegen einer Unschérferelation) darzustellen, und fiir diese Observablen au-
Berdem das richtige MefSwertspektrum liefern (z. B. die Energiewerte, die ein Elektron in einem
Wasserstoffatom annehmen kann).

Die sogenannte Komplementaritit (Teilchenbild und Wellenbild als entgegengesetzte Endpunk-
te auf unserer Kenntnisskala) ist hier anhand der Giiltigkeit der Unschérferelation erldutert wor-
den. In den letzten Jahren sind Apparaturen vorgeschlagen worden [39][40][42][41][12], mit denen
die Welcher-Weg-Information gewonnen werden kann, ohne dafl dabei eine Unschérferelation ver-
letzt wird: Trotzdem lidft sich in diesen Fiillen die Interferenz nicht beobachten (dariiber mehr
in Abschn. 3.1). Die Komplementaritit scheint daher das fundamentale Prinzip zu sein. Bei der
Berechnung von Apparaturen, welche gleichzeitig WW-Detektion und Interferenz ermoglichen sol-
len, stellt sich — wie in dem oben diskutierten Fall des verschieblichen Schirms — oft heraus, dafl
die Unschérferelation fiir das Miflingen verantwortlich ist; in neuester Zeit jedoch scheint es so
zu sein, dafl ohne Verletzung einer Unschérferelation durch nichtklassische Korrelationen in der
Meflapparatur die gleichzeitige Kenntnis iiber Teilchenaspekt und Wellenaspekt ausgeschlossen
ist.

1.3.2 Messung zu gleichen Zeiten und gleichzeitige Messungen

Der Titel driickt scheinbar zweimal dasselbe aus. Das ist nicht der Fall, wie im folgenden erldutert
wird.
Die Unschiérferelation der Form Gl. 1.26, also

h
AzAp, > 5 (Messung zu gleichen Zeiten), (1.28)
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gilt nicht (wie frither einfithrend unprizise behauptet wurde) fiir ,,gleichzeitige“ Messungen von
x und p,, sondern fiir Messungen zu gleichen Zeiten. Wie das zu verstehen ist, erldutert der
Mefivorgang: Es versuche jemand, ein System in die Lage x¢ mit dem Impuls p;o zu bringen.
Jedesmal, wenn er glaubt, das geschafft zu haben (das ist der Zeitpunkt ¢ = (), wird eine Messung
durchgefiihrt, und zwar entweder eine Messung von z oder eine Messung von p, (aber in keinem
Fall eine gleichzeitige Messung von = und p,).

Nach sehr vielen Messungen kann (als empirischer Grenzwert der relativen Hiufigkeit) eine
Wahrscheinlichkeitsdichte w,(z) fiir die z-Messung und eine Wahrscheinlichkeitsdichte wypy(py)
fiir eine p,-Messung angegeben werden. Es ist zu beachten, da3 von Einstellungsversuch zu Ein-
stellungsversuch des Systems auf die Werte xg, p,o die relative Prézision, mit der man die Werte
Zo, Pzo einzustellen versucht, nicht gedindert wird. Wenn der ,,System-Einsteller® (man nennt dies
auch, ein System in einem definierten Zustand préiparieren) keine systematischen Fehler bei der
Einstellung begeht, wird sich herausstellen, daf3 die Werte xg, p,o wenigstens als Erwartungswert
eingehalten werden:

+oo “+o0
Zo :/wwm($)d$ =z, Pzxo :/pzwpm(pz)dpm = Pz,
> too too - (1.29)
/wm(:v)d:c :/wpz(pm)dpx =1.

Beide Observable werden aber endliche Streungen aufweisen. Definiert man die Groflen Az, Ap,
durch
“+o0
Az = oy, o2 :/(x — 20)?w(z)dz = (x — 7)2,

e (1.30)

Apm = Opzx, 012)1 :/(pac 7p10)2wpz(pz)dpm = (pm - ITr)Za

— 00

so gilt fiir die so gewonnenen Groflen Az, Ap, die Unschéirferelation Gl.1.26. Abb. 1.7 zeigt ein
mogliches Ergebnis fiir so eine Mefreihe, bei der offenbar die Einstellung des Impulswertes p.o
préziser erfolgte als die Einstellung der Lagekoordinate zo. Wenn eine der Unsicherheiten ver-
schwindet, beispielsweise Ap, — 0, so zeigen die Wahrscheinlichkeitsdichten das Verhalten

_ 1 — pao)?
Wpa(pr) = lim \/ﬁ P [_ (pl%fx()) } = 8(pe = Pao),
e MOy pT
o 1 (x —x0)*] 1 (1.31)
welr) = g O [ 202 |~ T
/dx

Der Impuls ist genau bekannt, der Ort vollig unbekannt. Die Grenzwerte in GIl.1.31 sind als
verallgemeinerte Grenzwerte zu verstehen.

Wenn man nach jeder Praparation des Systems auf die Werte xq, pyo zum Zeitpunkt ¢ = tg
dagegen eine Kontrollmessung des Wertepaares x, p, (gleichzeitige Messung von z, p,.!) vornimmt,
so erhélt man nach vielen Messungen eine Verbundwahrscheinlichkeitsdichte w(zx, p,.), aus der sich
analog Gl.1.30 Werte Az, Ap, definieren lassen. Es 148t sich zeigen ([19, S.662-666] und darin
angegebene Literatur), daf§ das Produkt der so gewonnenen Unschérfen doppelt so grof} ist

AxzAp, > h, (gleichzeitige Messungen). (1.32)

G1.1.32 ist fiir die Kommunikation im optischen Spektralbereich (Optische Nachrichtentechnik)
relevant, da dort die ,Kornigkeit“ der elektromagnetischen Strahlung beim Empfang mit einem
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Abbildung 1.7: Wahrscheinlichkeitsdichten wg (x), wps(pe) als Ergebnis von Messungen zu gleichen
Zeiten nach einer Priaparation des Systems bei zq, p,o, wobei die Impulseinstellung préziser erfolgte
als die Ortseinstellung

Photodetektor merklich ist: einer Wellenldnge von A = 1,24 ym entspricht eine Photonenener-
gie von 1eV. Das Empfangsproblem besteht (sehr vereinfacht ausgedriickt) darin, einen Zeiger
nach Betrag und Phase zu messen, oder alternativ zwei orthogonale Komponenten des Zeigers zu
messen. Es stellt sich heraus, dafl diese Observablenpaare nicht vertréglich mebar sind, sondern
einer Unschérferelation GI.1.32 unterliegen. Das Signal (der Zeiger) la8t sich daher prinzipiell
nicht exakt rekonstruieren. Der Endpunkt des Zeigers liegt irgendwo innerhalb eines Gebietes der
ungefihren Grofle h (was bei hohen Quantenzahlen und kleiner Quantenenergie hiw im konven-
tionellen elektronischen System nicht auffillt): Dadurch werden die prinzipiell nicht vermeidbaren
minimalen Unsicherheiten beim Empfang elektromagnetischer Signale determiniert (sogenanntes
Quantenrauschen).

1.3.3 Beugung von Licht an einer Offnung

Die Unschérferelation kann oft dazu verwendet werden, die Groflenordnung eines Effektes ab-
zuschétzen. In Abb. 1.8 trifft eine ebene Welle auf einen Schirm mit einem Spalt der Breite d.
Im Teilchenbild ist eine ebene Welle der Wellenléinge A ein Strom von Photonen, deren Impuls
den Betrag p = h/\ besitzt. Die Richtung des Impulses zeigt in Richtung der Normale auf die
Phasenfronten. Nach der Unschérferelation ist die Position der Photonen vollig unbestimmt, da
der Impuls exakt bekannt ist. Nach dem Spalt ist die Situation anders: Transmittierte Photo-
nen miissen durch den Spalt gekommen sein, ihre Lageunsicherheit Az in x-Richtung ist daher
auf Az = d begrenzt. Dem muf} eine Unsicherheit des Photonenimpulses Ap, = psina (siehe
Abb. 1.8) entsprechen. Setzt man anstelle der exakten Unschiirferelation hier AzAp, = h an (es
werden die Ortsunsicherheit Az und die Impulsunsicherheit Ap, hier nicht exakt definiert), so
erhélt man

hsin o
A

A
AzAp, =d- ~h — sina ~ a = 7 (1.33)

Die Beugung ist somit eine Folge der Unschérferelation: Der Spalt hat eine ,,Ortsmessung® der

Photonen vorgenommen (vorher war deren Lage auf der Wellenfront unbekannt) und eine dement-
sprechende Impulsunsicherheit verursacht.
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Abbildung 1.8: Beugung einer ebenen Welle an einem Spalt der Breite d, Impuls der Photonen
p=h/A

1.4 Forderungen an einen Formalismus

Aus den bisherigen qualitativen Betrachtungen ergeben sich einige Forderungen an einen Forma-
lismus, der Quantenphéinomene erfassen will:

Wahrscheinlichkeitsamplituden: Fiir jedes Ereignis, welches einen Anfangszustand in einen
Endzustand iiberfiihrt (fiir jeden Endzustand, der in einem Anfangszustand als Moglichkeit
latent enthalten ist), ist eine Wahrscheinlichkeitsamplitude (=WA) oder Wahrscheinlichkeits-
dichteamplitude (=WDA) zu definieren. Die WA (oder WDA) sind komplexe Zahlen. Defi-
niert man Wahrscheinlichkeiten (=W) oder Wahrscheinlichkeitsdichten (=WD) fiir das Ein-
treten des Ereignisses als W = [WA|?, WD= |WDA|?, so ist damit die Erfassung von Inter-
ferenzen moglich: Kann nédmlich ein Ereignis E auf verschiedenen Wegen E; (i = 1,2,...,n)
eintreten, die einander paarweise logisch ausschlieflen, und ist keine Einrichtung vorhanden,
aus der eine ,, Welcher-Weg-Information* (WW-Information) ableitbar ist, so braucht man
nur die WA fiir das Eintreten des Ereignisses E als geeignete lineare Superposition der WA
der Teilereignisse E; ansetzen:

WA(E) = iWA(Ei), W(E) = |WA(E)|%. (1.34)

Messungen: Bei der Messung einer beobachtbaren physikalischen Grofle (einer Observablen)
wird ein reeller Meflwert gewonnen. Im allgemeinen 148t sich iiber das Meflergebnis vor der
Messung nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen. Sicher ist nur, dal der MeBwert ir-
gendeiner aus der Gesamtheit der moglichen Mefwerte (dem Mefiwertspektrum) sein wird.
Das Meflwertspektrum kann eine endliche oder unendliche Anzahl diskreter Meflwerte enthal-
ten und/oder Mefwerte (nicht-abzihlbar unendlich viele) aus einem Wertebereich enthalten
(sogenanntes diskretes und/oder kontinuierliches Spektrum).

Wenn ein Meiwert (z.B. der Mefiwert m;) gemessen wurde, dann muf sich bei einer Kon-
trollmessung derselben Observablen im Zeitabstand At — 0 (wenn Messen iiberhaupt einen
Sinn haben soll) mit absoluter Sicherheit derselbe Mewert m; ergeben. Aufgrund der ersten
Messung hat man das System mit der Eigenschaft m; ,prapariert“, es ist in einen Zustand
gelangt, in dem es mit Sicherheit die Eigenschaft m; besitzt. Die Kontrollmessung mufl
im Abstand At — 0 erfolgen, weil nur dann sichergestellt ist, daf§ das System nicht zufolge
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Aulerer Einfliisse zwischen der ersten Messung und der Kontrollmessung seine Eigenschaften
gedndert hat.

Vertrigliche Messungen: Zwei Observable heiflen vertréiglich, wenn folgendes gilt: Mifit man
fiir die erste Observable den Mefwert my, fiir die zweite Observable den MeBwert n; (wobei
die Messungen gleichzeitig, oder aber in beliebiger Reihenfolge im Abstand At — 0 nach-
einander ausgefiithrt werden kénnen), dann erhilt man bei Kontrollmessungen im Abstand
At — 0 (egal, ob sie fiir die beiden Observablen gleichzeitig oder in beliebiger Reihenfolge
nacheinander erfolgen) mit absoluter Gewiflheit wieder die Mefiwerte m,, ni. Das System
befindet sich in einem Zustand, in dem es sicher die Eigenschaften my, ny besitzt (es wur-
de mit den Eigenschaften mq, ny ,,pripariert®). Fiir vertrigliche Observable existiert somit
keine Unschérferelation.

Nichtvertrigliche Messungen: Mifit man fiir eine Observable den Mefiwert my, und im Ab-
stand At — 0 fiir eine zweite Observable den Meiwert n1, so wird bei einer Kontrollmessung
im Abstand At — 0 fiir die erste Observable im allgemeinen ein Mefiwert my # m; resul-
tieren (obwohl zufillig mit W < 1 auch m, wieder auftreten konnte). Analoges gilt auch fiir
die Messung, wenn man die Reihenfolge der Observablen vertauscht. Das System befindet
sich nach der letzten Messung in einem Zustand, in dem nur der MeBwert der zuletzt gemes-
senen Observablen sicher ist (in unserem Beispiel fiir Mefiwerte in der Reihenfolge my, nq,
ms # mq nach der dritten Messung die Eigenschaft ms).

Miflt man die beiden Observablen gleichzeitig, so erhélt man ein Meflwertpaar my, n;. Bei
einer Kontrollmessung einer der beiden Observablen erhélt man weder m; noch ni mit
absoluter Sicherheit. Bei einer gleichzeitigen Kontrollmessung der beiden Observablen erhélt
man im allgemeinen ein MefSwertpaar mo # my, ny # n; (obwohl zufillig mit W < 1
auch das Meflwertpaar mj, n; auftreten koénnte). Nach einer gleichzeitigen Messung der
beiden nichtvertridglichen Observablen mit dem Ergebnis my, n; kann also weder m; noch
ny als eine sichere Eigenschaft des Systems angesehen werden. Fiir die Observablen gilt eine
Unschéarferelation, wobei man wie in Abschn. 1.3 zwischen Messungen zu gleichen Zeiten und
gleichzeitigen Messungen zu unterscheiden hat.

Observable: Fiir Observable miissen geeignete mathematische Konstrukte gefunden werden, wel-
che die bei den Messungen diskutierten Moglichkeiten darzustellen gestatten (wie anhand
von Gl. 1.27 diskutiert wurde, ist die Darstellung einer physikalischen Gréfie als Produkt von
MaBzahl und Einheit ungeeignet).

Die Meflwerte miissen reell sein: Mit der Zusammenfassung mehrerer reeller Grofien zu einer
VerbundgroBe (Beispiel: Zusammenfassung von Kophasalkomponente und Quadraturkom-
ponente zu einem komplexen Zeiger in der Elektrotechnik) mufl man vorsichtig sein, weil
diese TeilgroBen ja nicht unbedingt vertréglich mefibar sein miissen.

Die Observable mufl ihr Mefwertspektrum irgendwie ,,einkodiert* erhalten. Zu jedem Mef-
wert mufl es einen zugehorigen Zustand geben, in dem dieser Wert der Observablen mit
Sicherheit gemessen werden kann.

Die mathematischen Konstrukte fiir Observable miissen die Moglichkeit bieten, dafl man sie
fiir vertréiglich mefbar oder aber fiir nicht vertriglich meibar deklarieren kann (durch eine
geeignete Beziehung zwischen den mathematischen Konstrukten, welche diese Observablen
reprisentieren).

Systemdynamik: Wenn ein System sich zufolge duflerer oder innerer Einfliisse zeitlich verdndert,
dann miissen sich offenbar die WA (WDA) und damit die W (WD) zeitlich &ndern. Es sind
geeignete Beziehungen zu finden, welche diese zeitlichen Anderungen erfassen. Angewendet
auf den Makrokosmos miissen diese Beziehungen zu identischen Aussagen fithren wie die
Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik.
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Kapitel 2

Entwicklung des Bracket-
Formalismus

Die folgenden Entwicklungen benutzen den von Dirac eingefiithrten Bracket-Formalismus. Zur Ver-
tiefung seien die Biicher [17][32][33] genannt, spezielle Anwendungen in der Quantenelektronik und
Optischen Nachrichtentechnik enthlt [19] und die darin zitierte Literatur. Niitzliche Ubungsauf-
gaben sind in [18] durchgerechnet. Eine leicht versténdliche Einfiihrung in den Formalismus und
spezielle Anwendungen bieten [15][16].

2.1 Zustande als Vektoren

Die WA (oder WDA) fiir ein Ereignis ist eine komplexe Zahl und wird nach Dirac durch eine
Klammer (englisch: bracket) mit der Schreibweise (e |a) bezeichnet. Das Symbol ,,a“ steht dafiir
symbolisch fiir alles, was {iber den Anfangszustand ausgesagt werden kann, das Symbol ,e“ fiir
alles, was den Endzustand spezifiziert. Daraus folgt unmittelbar

(¢le) =1, ¢ beliebig, 2.1)

(¢|y) =0, fiir ein unmogliches Ereignis.

Da W = |WA|?, WD = |WDA|?, bedeutet (¢|p) = 1 die Trivialitit, dal etwas ganz gewif
so ist, wie es eben ist (der Endzustand, spezifiziert durch das Symbol ¢, ist in demselben
Anfangszustand, eben ,,p“, mit der Wahrscheinlichkeit eins enthalten). Es kann sein, dafl ein
Endzustand ,,e“ aus einem Anfangszustand ,,a* iiber einen Zwischenzustand ,z“ erreicht wird.
Die W, daB ,a“ in ,e“ iibergeht, w(e <+ a), ist gleich dem Produkt der W, dal ,a* in ,2¢
itbergeht, w(z < a), mit der W, da ,,z“ in ,e“ resultiert, w(e < z), da sowohl der Ubergang
a — z, als auch der z — e erfolgen muf}. Man kann auch fiir die WA (oder WDA) das Produkt
ansetzen:

(ela) = (e|2){z]a), 02)
wle = a) = |(e]a) P = wle & 2wl e a) = |(e|2) P {z]a) P = | (e]) (]a) .

Gibt es eine Reihe von Zwischenzusténden ,,i“ (i = 1,2,...), iiber die ein Anfangszustand ,,a“ in

einen Endzustand ,e“ iibergehen kann, und kann nicht entschieden werden, iiber welchen Zwi-

schenzustand ,,i“ das Ereignis ablief (keine WW-Information), so gilt fiir die“WA in Anwendung

der Superposition (= ,,Entweder-Oder*) Gl.1.31 und der ,,Sowohl-AlsAuch“-Uberlegung Gl.2.2
(ela)=(ell)(1]a)+(e|2)(2]a)+...

=Y (eli)tila). %)
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Diese Schreibweise ist ein gutes Beispiel dafiir, daf eine geeignet gewihlte symbolische Darstellung
neue, suggestive Interpretationen zuléft. Teilt man eine Bracket (eine Klammer) in ihre beiden
Bestandteile, also (e|a)in (e| und |a ), bezeichnet (e | als Bra, |a ) als Ket, so 148t sich jeder Ket
als Symbol fiir einen Anfangszustand, jeder Bra als Symbol fiir einen Endzustand interpretieren,
und ihre Aneinanderreihung in der Reihenfolge Bra-Ket gibt eine komplexe Zahl (e|a), eine
Bracket, welche die WA (oder WDA) fiir das Ereignis ist (dafiir, daf ein Ende ,,e* in einem Anfang
»a“ latent als Moglichkeit enthalten ist). Es mufl aber zu jedem Ket | ¢ ) (einem Anfangszustand,
spezifiziert durch ,,p“) auch einen entsprechenden Bra (¢| geben (dasselbe So-Sein, spezifiziert
durch %, aber nicht als Anfangszustand betrachtet, sondern als Endzustand eines Ereignisses).

Ket, Anfangszustand,
|<<§’>\ Bra Endzuitand } (¥1e) Bracket (WA, WDA), (2.4)
(ple)=(Y|y) =

Da in Gl.2.3 der Bra (e| und der Ket |a) von der Summe unabhéngig sind, kann man auch
schreiben

(ela) = (e| {ZIZ‘WI}IG% (2.5)

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer mufl offenbar die Rolle eines Einheitsoperators I
spielen (wenn Gl. 2.5 richtig sein soll), der auf Kets von links operiert (und sie nicht veréindert),
auf Bras dagegen von rechts operiert (und sie dabei nicht &ndert). Es gilt (man beachte, daf
Gebilde der Form | ¢ )(| keine Brackets, also keine komplexen Zahlen sind!)

Z li)(i]| =1, (Vollstéandigkeitsrelation), (2.6)

mit
Ila) =la), {e| I={(e] . (2.7)

Die Bedeutung der Vollstdndigkeitsrelation wird weiter unten erldutert. Aus Gl. 2.5 folgt aber auch

a>=Zli><i|a>, (el =) {eli)(il, (2.8)

J

und ferner — da jedem Ket ,,¢p“ ein mit demselben Symbol bezeichneter Bra entsprechen mufi —

{al =) (alk)(k], Zlm (mle). (2.9)

k

Gl1.2.8 und GI.2.9 haben eine interessante Interpretation: Jeder Ket (Anfangszustand) kann als
eine lineare Superposition elementarer Kets |4 ) aufgefafit werden, die mit komplexen Zahlen (i |a)
multipliziert werden. Die Zahlen (i|a) sind die WA, mit denen der Zustand |a ) zum Zustand
(4| fithrt. Somit ist jeder Zustandsket als Vektor in einem linearen Vektorraum interpretierbar,
der sich in Komponenten zerlegen 1d8t: Diese Komponenten werden durch einen vollsténdigen
(siehe Gl. 2.6) Satz von einander paarweise ausschliefienden (das ist noch zu beweisen!) Zusténden
|7 ) gebildet, die jeweils mit komplexen Zahlen zu multiplizieren sind (= Lénge der Komponenten
in Richtung von |7 ) ), welche gleich den WA sind, mit denen | ) in |a ) enthalten ist. Analoge
Uberlegungen gelten fiir die Bras (Endzusténde), die als Vektoren in einem linearen Bra-Raum
aufgefalt werden konnen. Setzt man auf der linken Seite von Gl.2.3 den Bra (e| und den Ket
|a) aus Gl.2.8 ein, so folgt wegen

(ela) =303 ¢e ila) =" (eli)(ila) (2.10)

i
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die Orthogonalitéitsrelation
(j1i) = dij, (Orthogonalitétsrelation). (2.11)

Jeder Ket (Bra) kann nach einem vollstéindigen, Gl.2.6, und orthogonalen, Gl.2.11, Satz von
Zustinden entwickelt werden. ,,Orthogonal® bedeutet, dal die Zusténde |i ) einander paarweise
ausschliefien, weil die WA der Form (i|j), ¢ # j verschwinden (es ist unméglich, daf ein Elektron
durch Loch 1 gekommen ist, wenn es durch Loch 2 gekommen ist). Eine Frage ist noch zu klaren:
Besteht ein Zusammenhang zwischen der komplexen Zahl (i|a) und der komplexen Zahl (a|i)?
Wir verabreden folgende Kurzschrift:

(ila) = a. (2.12)

Wenn (i|a) die WA ist, dafl der Endzustand (¢| im Anfangszustand |a ) enthalten ist, ist
| (i|a)|? die entsprechende Wahrscheinlichkeit. Wenn man mit den (i| alle moglichen, einander
paarweise ausschliefenden Endzustédnde erfaBt hat, die vom Anfangszustand |a ) erreicht wer-
den konnen, dann ist trivialerweise die Wahrscheinlichkeit eins, daf irgendeiner der Endzusténde
erreicht wird: Die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten ist eins:

Z\<i|a>\2=z<ila><ila>*=1- (2.13)

Da aber fiir jeden Zustand nach Gl.2.1 (¢ |p) =1 gilt, erhélt man mit (a| aus GL.2.9 und |a )
aus Gl. 2.8 unter Verwendung von Gl.2.11

(ala)=1="3 (alk)(kl|i)(ila) =) (ali){ila)=) (ila)(ali). (2.14)

Vergleich von GI. 2.13 mit GI. 2.14 liefert die gesuchte Beziehung

(ila) =a;=(ali)",

(ali) =af = (ila)",

allgemein: ()= (v]|p)". (2.15)

2.1.1 Beziehungen zur Vektorrechnung und Matrizenrechnung

Es soll die Bedeutung der Beziehungen zwischen Bras und Kets noch in Analogie zur Vektorrech-
nung diskutiert werden (der Einfachheit halber werden hier Vektoren gewiihlt, die nur 2 Kompo-
nenten haben). Bei Beschriinkung auf zwei Moglichkeiten lauten Gl. 2.8 und Gl. 2.9
la) =[1)a1+|2)az, (a
le) =|1)e1+(2)ea, (e

=aj (1| +a5(2],

! (2.16)
=ef (1] +e5(2] .

Als Kurzschrift fiir Gl.2.16 werde vereinbart, dafl man die Komponenten eines Kets in einer
Spaltenmatrix, die eines Bras in einer Zeilenmatrix arrangiert. Es gilt somit die Entsprechung

la) = <Z;> (a
o=(2) el =

Ferner gilt fiir die Basiskets und Basisbras (sie spielen die Rolle von Einheitsvektoren in Richtung
der Koordinatenachsen im Ket-Raum und im Bra-Raum)

n=(3). ar=a o,

2=(]).

>
—
<
— %
S
N
~

(2.17)

(2.18)

I>

0 1.
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(o) =@ erar=(2), (2.19)

148t sich die Beziehung zwischen den Matrizen von GI.2.19 wegen GIl.2.17 auf Bras und Kets
iibertragen: Bras und Kets sind zueinander adjungierte (hermitesch konjugierte) Gebilde:

{la)}' =(al, {{al}' =a). (2.20)

Fiir Matrizenprodukte (Matrizen werden durch kalligraphische GroSbuchstaben bezeichnet) gilt
die Beziehung

(ABC...y2)t = ZTyt .. .CTBTAT. (2.21)

Mit GI.2.20 und Gl. 2.21 ist somit die Beziehung Gl. 2.15 selbstversténdlich: Da (1 |¢) eine kom-
plexe Zahl ist, gilt

(Wle) = (le) = w1 HIe) DT =) (w1 T = (ele), (2.22)

oder, in Matrizenschreibweise

{(wrw;‘) (i;) } = {(W;) (:ﬁ;) }T = (j;)T W13)t = (p5e5) (jﬁ;) (229
= P11 + p31a.

Die Orthogonalitatsrelation Gl.2.11 stellt sich mit Gl. 2.18 als die Orthogonalitét der Einheitsvek-
toren in Richtung der Koordinatenachsen in einem kartesischen Koordinatensystem heraus. Die
Zerlegung eines Kets (oder Bras) in Komponenten (siehe Gl. 2.8, hier im Spezialfall Gl. 2.16) lautet
in Matrizenschreibweise

(2)- 6o (e () 0(2)+ (o ()
()2 -6 D@6 )
DE (696 NE

Damit ist auch die Bedeutung der Vollsténdigkeitsrelation Gl. 2.6 klar:

I = [1)(1] +1]2)(2],

=(o D) mai=(s ) (g Y).

Die Gebilde |4 )(i| spielen die Rolle von Projektionsoperatoren, sie ordnen einem Ket |a ) dessen
Projektion auf die |¢ )-Achse zu, ndmlich

{l)(il}a) =1i) (ila) =i )a (2.26)

FEin Vektor 148t sich erst dann in Komponenten zerlegen, wenn man iiber einen vollsténdigen,
orthogonalen Satz von Basisvektoren |¢) verfiigt, und somit alle Projektionsoperatoren |7 )( |
auf die Basisachsen kennt. Nach Gl.2.24 ist die Summe aller Projektoren der Einheitsoperator.

(2.25)
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2.1.2 Zustandsraum

Die Zustéinde (Anfangs- und Endzustinde = Kets und Bras) lassen sich als Vektoren in linea-
ren Vektorrdumen auffassen. Eine vollstdndige, orthogonale Basis in solchen Réumen bildet einen
vollstdndigen Satz von Zusténden, die einander paarweise ausschliefen. Die Lénge der Projektion
eines Zustandskets | ¢ ) auf die Basisachse |i ) (gegeben durch die komplexe Zahl (i |p) = ¢;) ist
die Wahrscheinlichkeitsamplitude, mit der dieser Basiszustand |4 ) in dem Systemzustand | ) ver-
treten ist. Damit 148t sich schon jetzt sagen, dafl die Dynamik in einem Quantensystem durch eine
Relativbewegung (Drehung) von Systemket | ) und Basisachsen beschrieben sein muf, weil sich
dabei die Langen der Projektionen auf die Basisachsen zeitlich &ndern. Weil aber die Wahrschein-
lichkeit, irgendeinen der moglichen Basiszustédnde anzutreffen, eins sein muf}, hat der Systemket
| ) unverdnderlich die Lénge eins (siehe Gl.2.14)

(ele) ZI o) *= Z lpi]? = 1. (2.27)

Eine spéter zu klirende Frage wird sein, wie man vollstindige und orthogonale Systeme von
Basiszustéinden findet.

2.2 Dirac-Zustande

Ein System (z.B. ein Massenpunkt) sei in seiner Lage auf die a-Achse beschrinkt, —oo < z <
oo. Das System sei im Zustand |¢ ). Eine Position im Intervall iAz < z < (i + 1)Az, (i =
0,4+1,+2,...), werde durch den Zustand |z; ) bezeichnet. Diese Zusténde sind vollstindig und
orthogonal (wenn das System im Intervall ¢ liegt, kann es nicht im Intervall j = ¢ sein), es gibt
abzéhlbar unendlich viele Zusténde |x; ) , welche eine Vollstindigkeits- und eine Orthogonalitéits-
relation erfiillen:

+o0
S| =1 (aila;) =6 (2.28)

i=—00

Jeder Systemzustand |y ) kann beziiglich dieser Basis in Komponenten entwickelt werden,

o) =1Il¢) lel (zi]p). (2.29)

1=—00

Die komplexen Zahlen (z; |¢) sind die WA dafiir, das System bei einer Ortsmessung im Intervall
1Az <z < (i+1)Az anzutreffen. Will man die Prézision der Lokalisierung immer gréier machen,
sodaf schliellich alle Punkte in —oco < & < oo zugelassen sind, ergibt sich folgende Schwierigkeit:
Die Punkte in —oo < & < oo sind nicht-abzéhlbar unendlich viele. Man 16st das Problem folgen-
dermaflen (sehr vereinfacht ohne mathematische Strenge dargestellt): Man schreibt Gl.2.29 fiir
immer feinere Unterteilung der z-Achse in der Form

_ i) (@i
postuliert, daf ein sinnvoller Grenzwert
lzi) _
ATD0 /AT @) (2.31)

existiert und bezeichnet den Ket |z ) als Dirac-Ket (man beachte, daf |«; ) und |2 ) verschiedene
Dimension haben). Es wird — leider — iiblicherweise keine Schreibweise verwendet, die es erlauben
wiirde, ,normale“ Kets von Dirac-Kets zu unterscheiden. Wenn im Ket-Symbol | ) ein Zeichen
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steht, das in der Mathematik iiblicherweise fiir eine kontinuierliche Variable verwendet wird, also
z.B. x, dann ist der Ket |2 ) vermutlich ein Dirac-Ket. Damit erhilt Gl.2.30 die Form

+oo 400
o) = [la) (ale)de = [lz)de(ale). (232

—00

Das Vorziehen der Grofle dz im Integral bedeutet nicht, daf iiber die komplexen Zahlen (z|p)
nicht integriert wird: Aus dieser Form 148t sich nun sofort ablesen (durch Vergleich der beiden
Seiten in Gl. 2.32), daB fiir Dirac-Kets eine Vollstindigkeitsrelation der Form

+o00o
/Iw>dx<a:| =1 (2.33)

gilt. Die komplexe Zahl (x| ) ist fiir jeden Wert von z in —co < z < oo definiert (also eine
Funktion von x) und hat die Bedeutung einer WDA, das System bei einer Ortsmessung an der
Stelle x anzutreffen. In Anlehnung an die Bezeichnung von Gl. 2.12 verwendet man die Schreibweise

(ile) =i WA, |i) normaler Ket, (2.34)
(z|p)=wp(xr) WDA,|z) Dirac-Ket. ’
Multipliziert man Gl. 2.32 von links mit dem Dirac-Bra (' | und verwendet die Bezeichnungsweise
von Gl.2.34, so folgt

+o0 +oo
(@lp)= [ ]2) (alo)do=ola) = [(']2) pla)da. (239

Soll die Beziehung Gl. 2.35 richtig sein, so muf} sich das System von komplexen Zahlen (z'|z)
(eine Funktion von zwei Verdnderlichen mit —oco < z < 00, —00 < 2’ < 00) so verhalten wie die
Dirac-Funktion 6(x — 2’) = d(2’ — z). Kombiniert man diese Erkenntnis mit Gl.2.33, so erhélt
man fiir Dirac-Kets die Vollstandigkeits- und Orthogonalitétsrelation in der Form

+oo
/|x>dx<x| =1, (z|2') =6(x—a'). (2.36)

2.2.1 Realisierbare Zustinde als Superposition von Dirac-Kets

Ein Dirac-Ket kann kein realisierbarer Systemzustand sein, da Systemzustéinde die , Lénge* eins
haben miissen: (¢ |¢) = 1 bedeutet ja, dal etwas eben mit der Wahrscheinlichkeit eins so ist, wie
es ist. Der Dirac-Ket |« ) kann daher kein Systemzustand sein, der die Bedeutung hat ,ich halte
mich exakt an der Stelle x auf. Diese Bedeutung hat der Zustand

z+Ax/2
|Position z ) = lim —— |2 ) da’, (Ket),
Az—0 /Ax
r—Ax/2
cran? (2.37)
1
(Position x| = lim / dx" (2" | = {|Position )}, (Bra).
Az—0 \/Ax
z—Ax/2
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Daf} dieser Zustand auf eins normiert ist, weist man mit Hilfe von Gl. 2.36 leicht nach:

;U+Aa:/2
(Position x |Position z) = hmO Az // "2y dx' dz"
Az— x
z—Ax/2
z+Ax/2 (238)
1 1
= lim — / dr’ = lim —Az = 1.
Az—0 Ax Az—0
r—Ax/2

2.2.2 Allgemeine Schreibweise fiir Basiskets

Ein vollstéindiger und orthogonaler Satz von Basiskets (= Koordinatenachsen im Raum der Zu-
stdnde) kann sowohl normale (abzidhlbare) Kets als auch Dirac-Kets enthalten. Betrachtet man
z.B. die Zustéinde | E') eines Wasserstoffatoms, welche die Bedeutung haben ,ich habe exakt die
Energie F“, dann nimmt F bestimmte diskrete (abzihlbare) Werte fiir gebundene Zustéinde an
(E < 0), aber beliebige kontinuierliche Werte E > 0 jenseits der Ionisierungsgrenze. Es ist oft
nicht zweckméfig, von vornherein auf normale Kets und Dirac-Kets zu spezialisieren. Man vereint
Gl.2.28 und GI.2.36 in der Schreibweise

§f|z‘>dz‘<i| -1 (il3) = 8(i. ) = 6(.4)

o) =Ip) = g[mdimw =§[|z'>dw<z'>,

<|=<w|1=§[<w|y dm|—§[w 0 (] . (2.30)

(¥]e) j#iﬂ )dj (7 1) dip(i) gfw p(i)didj
- gf U (i) li)di

Zur Verdeutlichung sollen die Beziehungen von Gl.2.39 noch getrennt fiir den diskreten und den
kontinuierlichen Fall der Variablen i angeschrieben werden:

Ziz = /|z’>dz‘<z‘|=1
(i]) =i (ilj) =60~ j)
)= 3o1i) tile) = 2 lide |<p>=/|i>di<i|<ﬁ> =/\z‘>dw(z'>

(W] =3 (1) ] = 3w i Wl = [l =[G Gl

(2.40)
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Fiir die Wahrscheinlichkeitsamplitude (v |¢) folgt im diskreten Fall

P1

(¥le) ZZw ()i = Zwﬁwlwz ...... )| o |- (2.41)

Bras und Kets konnen bei der Berechnung von WA, siehe auch Gl. 2.22; Gl. 2.23, durch die Zeilen-
und Spaltenmatrizen ersetzt werden, deren Elemente die WA beziiglich der im Zustandsraum
gewdhlten Basis sind. In dem Fall, daf} als Basiskets Dirac-Kets verwendet werden, erhélt man fiir
die Wahrscheinlichkeitsamplitude (4 |¢)

(Vle) //¢ )dj (j 1) dip(i) /w

i (2.42)

Ein Integral iiber das Produkt einer Funktion 1*(¢) mit einer Funktion () 148t sich somit ebenfalls
als Matrizenprodukt interpretieren: Die Funktionswerte ¢*(i) werden als Zeilenmatrix mit einer
Zeile und kontinuierlichem Spaltenindex 4 (nicht-abzihlbar unendlich viele Spalten) aufgefafit,
die Funktionswerte (i) als Spaltenmatrix mit einer Spalte und kontinuierlichem Zeilenindex
(nicht-abzéhlbar unendlich viele Zeilen). Die Funktionswerte aus einem infinitesimalen Intervall
di werden multipliziert, ¥* (7)o (i)di und tiber alle Werte von ¢ aufsummiert.

2.3 Unitare Basistransformationen

Im Raum der Zusténde werden zwei verschiedene Basissysteme betrachtet. Der Einfachheit halber
soll hier angenommen werden, dafl beide Basissysteme aus einer abzéhlbaren Menge von Basiskets
(keine Dirac-Kets) bestehen, obwohl die folgenden Uberlegungen natiirlich auch fiir den Fall zu-
treffen, dafl eines oder beide Basissysteme von Dirac-Kets aufgespannt werden. Beide Basissysteme
sind vollstdndig und orthogonal:

Z|€><£| =1, (Llm) = 0pm, Basis 1
(2.43)
Z|)‘><)\| =1, (M) =0, Basis 2.

Man konnte (als Beispiel) damit folgende Vorstellung verbinden: Ein Massenpunkt sei lings der
x-Achse (—o0o < x < o0) verschieblich. Die Zustdnde |¢) sollen die Bedeutung der Zustéinde
|x; ) von Gl.2.28 fiir ¢ = ¢ besitzen (|z, ) bedeutet: Der Massenpunkt befindet sich im Intervall
Az <z < ({4 1)Az). Die Zahl (£|¢) ist somit die WA dafiir, diesen durch den Zustandsket
| ) beschriebenen Massenpunkt in einem ganz bestimmten Intervall der x-Achse anzutreffen.
Man konnte sich auch dafiir interessieren, welchen Impuls p, der Massenpunkt in z-Richtung be-
sitzt (—oo < pp < 00). Die Zustéinde |A) sollen bedeuten, dafi der Impuls des Massenpunktes
im Intervall AAp < p, < (A4 1)Ap liegt. Die Zahl (| ¢) ist somit die WA dafiir, diesen durch
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den Zustandsket | ) beschriebenen Massenpunkt bei einer Impulsmessung in dem korrespon-
dierenden Intervall der Impulswerte anzutreffen. Der Zustandsket | ) 148t sich beziiglich beider
Basissysteme entwickeln.

lo) =I|p) Zw (L)), Basis 1,
(2.44)
lo) =1I¢) ZM (X)),  Basis 2.

Die Bezeichnung (£ |p) = ¢¢, (A|¢) = @, siehe Gl. 2.12; wiire aber nicht eindeutig, da fiir £ = 1,
A = 1 die Zahlen ¢ nicht ausdriicken kénnen, ob es sich um WA fiir die Lokalisierung oder fiir
die Impulsmessung handelt. Daher werden die WA durch ein sich auf das verwendete Basissystem
beziehendes Superskript unterschieden:

(L) = wgl), Basis 1,

) _ (2.45)
(M) =9y, Basis 2.

Die Transformation der WA zwischen den beiden Basissystemen erhélt man, indem man die erste
Beziehung in Gl. 2.44 mit dem Bra (A | von links multipliziert, die zweite Beziehung von links mit
dem Bra (/| . Man erhélt

Me)y=S (A0 (tle)y  — oD =S (A0) e,

¢ I , (2.46)
(o) =" (M) — @ =) o,
A A

Die Transformation zwischen den WA (,DE ) <p>\ erfolgt durch ein System (\|¢) von komplexen
Zahlen, die fiir jedes Wertepaar ¢, \ definiert sind: Man kann diese Zahlen als Komponenten einer
Transformationsmatrix 7 auffassen (Matrixelemente der Matrix 7 sind die Zahlen (A |{) = The).
Mit der Bezeichnung

Matrix 7T : Matrixelemente The=(\|L),

(2.47)
Matrix 77T : Matrixelemente Tg)\ =T5,=(L|N).

lauten die Transformationsbeziehungen GI. 2.46

2):ZT)\€@§1)7 Z held. (2.48)
L

(2

Durch Eliminieren von ¢y ) oder goél) folgen die Gleichungen

ZT,\/ZT;A% — Z (ZT/\KT _6AM> 2 =0
- Z A ZTM’@(D - Z (Z T\ Tm — 5em> et = 0.
) el

Daraus resultieren durch die Transformationskoeffizienten die Beziehungen (in Matrizenschreib-
weise, & ist die Einheitsmatrix)

(2.49)

TTH=TTT = £. (2.50)

Die Transformation der WA zwischen zwei Basissystemen erfolgt somit durch eine unitére Matrix,
da 7—!' = 7. Die Matrix 7 enthilt die Information iiber die relative Lage der Basiskets in den
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beiden Basissystemen (Analogie im dreidimensionalen kartesischen Raum: Die Drehmatrix, welche
das eine Dreibein der Basisvektoren in das andere Dreibein iiberfiihrt). Fiir den Fall, dafl beide
Basissysteme aus Dirac-Kets (¢, A kontinuierliche Variable) bestehen, hat die , Transformations-
matrix® Gl. 2.47 nicht-abzéhlbar unendlich viele Zeilen und Spalten; die Matrixelemente T, sind
eine Funktion T'(A, £) von zwei Variablen:

Matrix 7T : Matrixelemente T\ 0 =(X|E), (2.51)
Matrix 771 : Matrixelemente THEN) =T\ €) = (£|\). .
Die Unitaritit dieser ,Matrizen® ist sinngeméfl aus Gl.2.49 abzulesen:
[rouortemae=so-p)
(2.52)

/ TH,N)T (N, m)d\ = 6(0 —m).
Fiir die WDA gelten in diesem Fall die aus Gl. 2.48 abzulesenden Transformationsbeziehungen
S0 = [T O o0 = [ 110D Nax (2.53)

Man beachte, da§ Gl.2.53 mit T'(\, £) = exp(27iAl) die Fouriertransformation darstellt, wobei ¢
die Bedeutung der Frequenz, A\ die Bedeutung der Zeit besitzt.

2.4 Observable als Operatoren. Darstellungen

Ein linearer Operator L verdndert einen Ket |¢ ) im Ketraum durch eine Drehstreckung in einen
Ket | ):

Lig) =1v). (2.54)

Adjungiert man Gl. 2.54 unter Beachtung der Regeln von GI.2.21 und GI. 2.22; so folgt die korre-
spondierende Relation im Bra-Raum, die durch den adjungierten Operator LT vermittelt wird:

{LIe) Y ={v)} = (el LT =(v]. (2.55)

Allgemein operieren lineare Operatoren auf Kets von links und resultieren in einem drehgestreckten
Ket, sie operieren auf Bras von rechts und resultieren in einem drehgestreckten Bra. Fiihrt man
eine Basis

§[|z’>di<z‘| _ 1 (il7) = 8(i.) (2.56)

ein, definiert Matrixelemente der Operatoren L, LT beziiglich dieser Basis durch

(¢|L]j) = L;; (diskreter Fall), oder = L(¢,j) (kontinuierlicher Fall),
G\ j) = (JIL|i)" = L}, = L%

Jjir

(2.57)

so resultiert aus der abstrakten Beziehung GI. 2.54 fiir die gew#hlte Basis Gl. 2.56 eine Beziehung
zwischen den WA (oder WDA)

GILI) = (i) <iILl|<p>=§L[<iIL\j>dj<jl<P>

(2.58)

- gf L, )0 ().
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Die Bezeichnung ,linearer Operator® stellt die Komponenten (i) des Kets |4 ) als Linearkombi-
nation der Komponenten ¢(j) des Kets |¢ ) dar. Definiert man einen dem abstrakten Operator L
entsprechenden Operator L, der die Eigenschaft besitzt, die Komponenten (i) aus den Kom-
ponenten (i) zu liefern, also

P(i) = Lopip(i), (2.59)
so folgt durch Vergleich mit GI. 2.58, daf} dieser Operator definiert ist durch
Lopi) = 3 LG.9)oi)d] = GilL ) (260)

J
Dazu ein einfaches Beispiel aus der Mathematik: Die Matrixelemente des Operators seien fiir eine
Basis aus Dirac-Kets durch

L{i.J) = 5800~ ) = —:8(i ~ ) (261)
gegeben. Aus GI. 2.60 folgt
— [ 06— et =~ [ 80— el =~ (i) = Lops(i) (262)
Kombiniert man Gl. 2.58 und GI. 2.59 fiir eine Basis aus Dirac-Kets
0(0) = Lop(@) = [ La,y)olw)dy (2.63)

so sieht man, daf eine Differentialgleichung (Lop, ¥(z) bekannt, ¢(z) gesucht) dquivalent als
Integralgleichung formuliert werden kann (Matrixelemente L(x,y) bekannt, t(z) bekannt, ¢(y)
gesucht). Das dquivalente abstrakte Problem zeigt Gl.2.54: L, |1 ) sind gegeben, | ) ist gesucht.
Die Losung ist einfach: Man nimmt den zu L inversen Operator L™ !. Die Losung lautet

o) =L7'¢). (2.64)

Ubliche lineare Differentialgleichungen, Integralgleichungen oder Integrodifferentialgleichungen be-
deuten somit: Es hat jemand einen abstrakten Vektor (einen Ket) drehgestreckt und gibt die Pro-
zedur und das Ergebnis bekannt. Gesucht ist der Ket | ), von dem man ausgegangen ist, und
dazu mufl man die Drehstreckung riickgédngig machen.

2.4.1 Das Eigenwertproblem hermitescher Operatoren
Ein Operator ist hermitesch (= selbstadjungiert), wenn gilt

L=L" (2.65)
Fiir seine Matrixelemente gilt somit nach Gl.2.57

Lij=L},=L. (2.66)

Die Matrix eines hermiteschen Operators enthélt in der Hauptdiagonale somit nur reelle Elemente.
Das Eigenwertproblem

Lit) =1¢) (2.67)

fragt nach jenen Kets |£) (das sind die Eigenkets des Operator L), welche bei Anwendung von
L sich bis auf eine multiplikative Konstante ¢ (den zum FEigenket |£) gehorenden Eigenwert )
reproduzieren. Bildet man in Gl. 2.67 die Bracket mit dem Bra (¢|, so folgt

o LALIE)
(e1ey
o VULIE) (Lot (e|Lfey  (gL|e) , (2.68)

(erey eyt (ee)y o (e]e)
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Die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell. Adjungiert man GI.2.67,
{LIe)Y = (el LT =(e| L={e|e) Y == (0] =e(e], (2.69)

so stellt sich heraus, da§ der Operator L Eigenbras (¢| besitzt, die den Eigenkets |¢ ) entsprechen
und zu denselben Eigenwerten gehoren. Fiir unitire Basistransformationen im Ket-Raum mit dem
Transformationsoperator T'

TT =T'T=1 (2.70)

folgt aus der Eigenwertgleichung

|t~

I~
~
I

LT'T|¢) =¢|¢),

(2.71)
{TLTHT|¢)} =¢{T|¢)}.

Aus GI.2.71 liest man ab, dafl die auf die neue Basis transformierten Eigenkets, das sind die Kets
T|¢ ), Eigenkets des transformierten Operators

L'=TLT' (2.72)

sind, und daf die Eigenwerte unveriindert bleiben (die reellen Eigenwerte hermitescher Operatoren
sind invariant gegen Basistransformationen). Schreibt man die Eigenwertgleichung Gl. 2.67 fiir zwei
verschiedene Eigenwerte an,

L) =),

(2.73)
L|é/l > — El/‘e// >’

bildet die Brackets mit den Eigenbras (¢”|, (¢'| und adjungiert eine der beiden Gleichungen
unter Beriicksichtigung der Hermitezitét des Operators und des Umstands, dafl die Eigenwerte
reell sind

<€l/‘L|£/>:£/<Z/I|£/>’

(2.74)
<€/|L|£N> :£//<£/|£//> s <£N‘L|€/> :EN<£//|£/>’
so folgt daraus die Beziehung
(@ =0 "y =o. (2.75)

Die zu verschiedenen Eigenwerten gehorenden Eigenkets sind orthogonal (die WA oder WDA
('€ ist null, die beiden Zusténde schliefen einander aus). Hat man das Eigenwertproblem
eines hermiteschen Operators gelost und alle orthogonalen Figenzustéinde gefunden, kénnen diese
als Basiskets im Ket-Raum (oder Bra-Raum) dienen, da sie ein vollstdndiges und orthogonales
System bilden.

Lje) =1¢),
§f|€>d€<€| =1, (C|0")y=610"). (2.76)
4

Man nennt die Basiskets, welche durch Losung des Eigenwertproblems des Operators L gefunden
wurden, die L-Darstellung. Mit jedem hermiteschen Operator lift sich somit eine Darstellung
gewinnen, und diese Darstellungen miissen durch unitédre Transformationen ineinander iberfiihr-
bar sein. Mit Hilfe von GI. 2.76 ergibt sich, da die Matrixelemente eines hermiteschen Operators
beziiglich der durch ihn begriindeten Darstellung die einer Diagonalmatrix sind, wobei die Ele-
mente in der Hauptdiagonale gerade die Eigenwerte des Operators darstellen:

Logr = (C|L|07Y = 0" (0 |0") = 0"5(¢,0") = 0'5(¢,0"). (2.77)
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Die abstrakte Eigenwertgleichung GI.2.67 kann fiir eine Basis von Dirac-Kets unter Verwendung
von Gl.2.58-Gl. 2.60 in die aus der Mathematik bekannte Differentialgleichung (oder Integralglei-
chung) fiir Eigenfunktionen umgewandelt werden. Die Eigenfunktion ¢(z) = (z |¢) ist die WDA
dafiir, bei einem System im Zustand |¢ ) die Eigenschaft z zu messen:

Lit) =1e)

2.78
(z|L|€)=t{x|l) = Lopl(z) /(33 2 )(z")dx' = 0 4(z). (278)

2.4.2 Observable

Observable werden in der Quantentheorie durch hermitesche Operatoren repréasentiert. Fiir jede
klassische Grofle L wird ein hermitescher Operator L = Lt definiert, dessen reelle Eigenwerte
die Gesamtheit der moglichen Mefiwerte dieser Grofle darstellen (das MeBwertspektrum). Die
Eigenwerte konnen diskrete und/oder kontinuierliche Werte annehmen. Die Eigenwerte lassen sich
durch Diagonalisieren der Matrix des Operators finden, sieche GI. 2.77. Sie sind unabhéngig davon,
welche Darstellung (welches Basissystem) zur Beschreibung des Systems gewihlt wurde, weil sie
invariant gegen unitéire Basistransformationen sind. Jeder Systemzustand |¢ ) kann nach einer
beliebigen Darstellung Gl. 2.76 entwickelt werden,

o) = Ip) jw Ve (€] ) gfw b o (0) (2.79)

p(¥) ist die WA (oder WDA) dalfiir, bei einer Messung der physikalischen Gréfle L (reprisentiert
durch den Operator L = LT) an einem System im Zustand |¢ ) den MeBwert ¢ zu erhalten. Aus
der Eigenwertgleichung Gl. 2.67 folgt ferner, daf§ fiir Operatorfunktionen f(L), die in eine Potenz-
reihe nach (positiven und negativen ganzzahligen) Potenzen von L entwickelt werden kénnen, die
Beziehung gilt (fiir beliebige Operatoren gilt L = I)

fe) =f01e). (2.80)

Fiir Operatorfunktionen f(L) gilt in ihrer eigenen Darstellung (der L-Darstellung) die sogenannte
Spektraldarstellung. Man gewinnt sie unter Beachtung von GI. 2.76 aus Gl. 2.80

AL = LF(L)L = g[;[ £y deaf(L) ) de (€]

14

7
=stsfieyaeseyeieyar e

¢ (2.81)

_ yf# €Y de F(€)8(¢0, 0)ae (€]
]

I
=3tie) roaece)

‘
Anmerkung: Daraus folgt sofort, dafl fiir einen Operator, der einen Eigenwert ¢ = 0 besitzt, kein
inverser Operator existiert (f(L) = L', f(f) = £~ = 1/¢ — 1/0!). Ein Eigenwert £ = 0 be-
deutet nach Gl.2.76, dafl der Operator den entsprechenden Eigenket |¢) zum Null-Ket macht,
also auf eine zu diesem Ket orthogonale Ebene (Hyperebene) projiziert. Wenn man das Ergeb-
nis einer Projektion und die Projektionsrichtung kennt, kann aber keine eindeutige Umkehrung
gefunden werden, weil die Komponente des urspriinglichen Vektors in Projektionsrichtung nicht
rekonstruierbar ist.

2.5 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Die physikalische Bedeutung der Eigenwerte von Observablen (hermiteschen Operatoren) wurde
in Abschn. 2.4 erldutert. Die Bedeutung der zugehorigen Eigenkets wird anhand der Bedeutung
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fiir Prognosen iiber den Ausgang einer Messung klar. Die Wahrscheinlichkeit (oder Wahrschein-
lichkeitsdichte), fiir ein im Zustand | ) befindliches System bei einer Messung der Observablen
L den MefBiwert ¢ zu erhalten, ist wegen GI. 2.79

w(l) = | (L]e) . (2.82)

Im Fall eines diskreten Spektrums sind die Eigenkets nach Gl.2.76 auf die Léinge eins normier-
bar, sie sind infolgedessen mogliche Systemzustéinde. Ist das System im Zustand |¢ ) = |¢'), so
resultiert fiir w(f)

g . 1, falls £=1¢,

Befindet sich ein System in einem Eigenzustand einer Observablen L so 148t sich fiir eine Mes-
sung der Observablen L prognostizieren, daff man mit Sicherheit den entsprechenden Eigenwert ¢
erhalten wird. Hat man andererseits bei einer Messung am System im Zustand |¢ ) # |[£) das
MeBergebnis ¢ erhalten, so muf} sich bei einer Kontrollmessung im Abstand At — 0, siehe Ab-
schn. 1.4, mit absoluter Sicherheit derselbe Mefiwert ¢ ergeben. Als Folge der Messung mit dem
Ergebnis £ hat sich der Systemzustand von |¢ ) auf den Zustand |£ ) gedndert (das System wurde
mit der Eigenschaft ¢ ,priapariert*). Im Fall eines kontinuierlichen Spektrums sind die Eigenkets
Dirac-Kets, also keine realisierbaren Systemzustéinde. Realisierbare Zustédnde haben die Form von
Gl.2.37. Dafiir lautet die Prognose (eine Wahrscheinlichkeitsdichte)

O+AL)2
__1 1 o /A0 fiir 00— A2 <0< U+ AL2,
lp) = VAl 17 ) de" — w(l) = { 0 sonst. (2.84)
0—AL)2

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat fiir A? — 0 den Charakter einer Diracfunktion (¢ — ¢'). Ist
¢ eine ZufallsgroBe, f(¢) eine Funktion dieser Zufallsgréfie und w(f) die W (oder WD) fiir das
Auftreten von £, so ist der Erwartungswert dieser Funktion durch

70 = yffw)ww)dé (2.85)
l

definiert. Der klassischen Funktion f(¢) entspricht in der Quantentheorie die entsprechende Ope-
ratorenfunktion f(L), fir w(¢) ist aus Gl.2.82 einzusetzen. Befindet sich ein System im Zustand
o), so erhélt man einen Mefiwert ¢ der Observablen L mit der Wahrscheinlichkeit w(¢). Bei
sehr vielen Messungen von L, die an Systemen im Zustand |¢ )} durchgefiihrt werden, erhilt man
fiir die Funktion f(L) nach Gl.2.85, Gl.2.82 den Erwartungswert (er wird durch die in spitze
Klammern gesetzte Operatorenfunktion bezeichnet)

(HD) =3E 10110} Pae =3 10 (210) (] 0) e
L

‘ (2.86)

= (ol {510 F0ae(e] o) = (eli@) ).
4

Die letzte Form folgt mit der Spektraldarstellung G1.2.81 der Operatorfunktion f(L). Da L = L,
{f(L)}' = f(L) (nur reelle Funktionen f(¢) sind hier zugelassen) ist der Erwartungswert ( f(L))
eine reelle Grofe.

2.6 Vertragliche Messungen. Kommutierende Observable

Es gebe zwei voneinander entkoppelte Welten. In ihnen existierende Gebilde werden durch den
Index ¢ = 1,2 unterschieden. In jeder Welt existieren Operatoren, Zustéinde, Eigenwertprobleme
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und Darstellungen, welche eine Basis fiir die Zustédnde bilden, also Beziehungen der Art

177

Lit) =6lt) — Shlehdecnl =L, (616) =868
(2.87)

Lilgi ) =1[¢i), i=1,2.
Aus Okonomiegriinden entschlieBt sich ein Beobachter, eine Schreibweise einzufiihren, welche die
Vorgiinge in beiden Welten erfait (das kann kein realer Beobachter sein, denn iiber ihn bestiinde
zweifellos eine Verkopplung der beiden Welten). Er definiert Kets und Bras |p1, 02 ), (1,92 ],
in denen die Kets (Bras) von Welt 1 jeweils an erster Stelle, die von Welt 2 jeweils an zweiter

Stelle genannt werden. Damit 148t sich eine WA definieren, dafl sowohl in Welt 1 |7 ) in (4 |
iibergeht, als auch in Welt 2 der Endzustand (2| im Anfangszustand |p2 ) enthalten ist:

(1,92 [p1,02) = (Y1 ]p1) (Y2 ]p2) . (2.88)

Jeder Operator aus Welt 1 ist mit jedem Operator aus Welt 2 vertauschbar: Da die Operatoren
jeweils nur auf die Zusténde operieren, die in ihrer Welt liegen, gilt ndmlich mit GI. 2.87

Lilp1,02) =|¥1,02) —  LoLi|p1,2) = Lo| 1,02 ) = [¥1,%2),
Lolo1,02) =|e1,%2) —  LiLy|pi,p2) = Lilp1,2 ) = [1,12 ), (2.89)
d.h. (L1L2 _L2L1)|<P1,802 > =0.

Das gilt fiir beliebige Kets |1, 2 ) und somit verschwindet der Operator
[Ly; Ly] = Ly Ly — LyL, =0. (2.90)

Die eckige Klammer bezeichnet den sogenannten Kommutator zweier Operatoren. Operatoren
aus Welt 1 sind mit solchen aus Welt 2 vertauschbar. Wenn zwei Operatoren kommutieren (ver-
tauschbar sind), dann haben sie auch simultane Eigenzusténde (d. h. es gibt Zustéinde, die sowohl
Eigenzusténde des einen als auch des anderen Operators sind). Fiir die als | {1, {2 ) bezeichneten
Zustéinde gilt

Ly| b1, by ) = 1]ty L2 ),
Ly|ly, b ) = lo] by, b2 ), (2.91)
(L1L2 _L2L1)Ml»£2 > = (5152 —5251”[1762 > =0.

Aus den simultanen Eigenkets kann eine Basis fiir beide Welten gebildet werden
SES 1) dtdta (00 =L (6.616,65) = 56 £)5(65,85), (292
b by
beziiglich derer beliebige Kets (welche Anteile in beiden Welten besitzen) sich entwickeln lassen:
o) =Lle) =3 1662} dtadea (0 t2]0) = 3f 10,82 dtrdta ol ), (2.93)
£1,L2 £1,L2

w(l1,42) ist die WA (oder WDA), bei einem System im Zustand |¢ ) bei Messung von L; den
MeBwert ¢;, bei Messung von L, den Mefwert £ zu erhalten. Somit ist die Wahrscheinlichkeit
(oder Wahrscheinlichkeitsdichte) dafiir

w(ly, ba) = | (€1, l2] ) |*.
Fiir ein diskretes Spektrum sind die Kets |1, ¢, ) mégliche Zustéinde | ¢ ) . Fiir sie resultiert

1, falls €1 =40, 05 =10},

w(ly, lz) = {0 sonst. (2.94)
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Befindet sich ein System in einem simultanen Eigenzustand der Observablen L, Lo, |¢ ) =
|41,¢5 ), so erhidlt man mit Gewifiheit bei einer Messung von L;, L, (egal, in welcher Reihenfolge)
das Mefiwertpaar /1, {2. Hat man andererseits bei einem System im Zustand |¢ ) die Observable
L, mit dem Ergebnis ¢; gemessen, und erhélt man bei einer im Abstand At — 0 durchgefiihrten
Messung von L, das Ergebnis ¢» (die Reihenfolge kénnte auch vertauscht werden), so befindet
sich das System nach der zweiten Messung im Zustand |¢1, ¢ ). Kontrollmessungen im Abstand
At — 0 liefern sicher die Mefwerte ¢1,¢5. Sind zwei Observable vertriglich mebar (siehe auch
Abschn. 1.4), so werden sie in der Quantentheorie durch zwei hermitesche, kommutierende Ope-
ratoren dargestellt (sie haben simultane Eigenzustinde zu reellen Eigenwerten).

2.6.1 Vollstindiger Satz kommutierender Observabler

Jeder Operator L kommutiert trivialerweise mit Funktionen f(L) (wie besprochen, sind nur sol-
che Funktionen zugelassen, die nach positiven und negativen ganzzahligen Potenzen inklusive der
Potenz Null von L entwickelt werden kénnen). Sucht man fiir ein System alle Observablen, die
paarweise vertriglich mebar sind (damit sind auch alle vertréiglich mefibar) und repriisentiert sie
durch paarweise nichttrivial kommutierende, hermitesche Operatoren, so kénnen die simultanen
Eigenkets dieses sogenannten vollstindigen Satzes kommutierender Observabler als Basiskets fiir
eine Beschreibung der Systemzustéinde dienen. Die Erweiterung von Gl.2.91-Gl.2.94 auf diesen
Fall ist offenkundig (daher werden die Beziehungen nicht mehr angeschrieben). Bildet ein einzi-
ger Operator einen vollstdndigen Satz kommutierender Observabler, dann spricht man von einer
maximalen Observablen, da durch eine einzige Messung der Systemzustand festliegt. In allen an-
deren Fillen spricht man von entarteten Eigenwerten. Bilden die beiden Operatoren L,, L, einen
vollstandigen Satz kommutierender Observabler, und hat L; eine Anzahl n; von Eigenwerten ¢,
L, eine Anzahl ny von Eigenwerten £, so liegt durch eine Messung von L; mit dem Ergebnis ¢} der
Zustand noch nicht fest, da jeder der Zusténde | ¢}, 03 ) (ny mogliche Werte fiir £3) noch in Frage
kommt: Man sagt, die Eigenwerte ¢; sind no-fach entartet. Die Eigenwertspektren der Operato-
ren des vollsténdigen Satzes kommutierender Observabler werden durch die nichtverschwindenden
Kommutatoren mit den restlichen Observablen des Systems festgelegt (siehe spiter Abschn. 3.2).
Bei der Quantisierung klassischer Systeme kann es sein, daB nicht alle fiir die Quantentheorie
erforderlichen Observablen erfait werden: Es gibt inhérent quantenmechanische Observable (z. B.
den Elektronenspin), die in klassischen Experimenten nicht zu beobachtbaren Effekten fiihren. Fiir
die ,richtige“ Einfithrung solcher zusétzlicher Observabler, die zur zutreffenden Beschreibung von
Quantenphidnomenen geeignet sind, gibt es in der Regel Nobelpreise.

2.6.2 L,, fiir zwei oder mehr kommutierende Observable

Der in Anwendung auf WA (oder WDA) in Gl.2.59 definierte Operator Lo, mufl auf den Fall
mehrerer kommutierender Observabler erweitert werden. Als Beispiel wird angenommen, daf} die
Observablen L, L, einen vollsténdigen Satz kommutierender Observabler bilden. Der allgemeinste
Operator L kann sicher nicht in der Form des Produktes f(1)g(2) geschrieben werden, wobei im
Argument von f nur Operatoren aus Welt 1, im Argument von g nur Operatoren aus Welt 2
vorkommen. Dazu ein Beispiel

L=LLy+MM,+...7# f(1)g(2) = g(2)f(1). (2.95)

Daher muf} die Definition von Matrixelementen eines Operators L beziiglich der Basis von GI. 2.92
vorgenommen werden:

L(, i 6, 65) = (01, GIL |4, ). (2.96)

Fiir den Spezialfall L = M, M, 148t sich GI.2.96 mit den Rechenregeln von Gl. 2.88 und GI. 2.89
auf die frither in GI. 2.57 definierten Matrixelemente zuriickfithren. Mit

M, [6,05 ) = le1,43 ),

ML) = o) M My| 07, 0y ) = lo1,92) (2.97)
Moty b ) = |[£1,¥2 ),
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folgt

L6y, b3 01, 5) = (€4, G| My My | 07,05 ) = (01,85 | @1, 02) = (L1 [1) ( £y ] 02)
= (O |My [ 67) (5|0, [ 65) (2.98)
=M (E/la gll/)MQ(g/Za £/2/)

Damit lassen sich die Beziehungen Gl. 2.58-Gl. 2.60 erweitern:

Lig)=1v),
(L1, 02|L]p) = (L1, la|p) = (L1, o] LL|p) = j (L1, 0a|L| €7, 05 ) dbydey (£, 0y @)
o,
= (ly,£2) Z# L€y, L2307, Ly) (0, £5)dl dls, (2.99)

07,85
Y(l1,l) = Lopp (1, £2),

%M%M:#L%&%%M%®%%:MMMW%

e,

Fiir den Fall von Dirac-Kets | £1, ¢5 ) kann man, wie frither in Gl. 2.63, die abstrakte Drehstreckung
Llp) =|v) als partielle Differentialgleichung oder als Integralgleichung schreiben:

U(x,y) = Lopp(a,y) = // L(z,y; 2",y )o@’y )da'dy’. (2.100)

2.7 Nichtvertragliche Messungen. Kommutatoren

Aufgrund der Diskussion in Abschn. 2.6 ist klar, dafl fiir nichtvertriaglich mefibare Observable
(siehe Abschn. 1.4) gefordert werden muf, daf sie keine simultanen Eigenzustéinde besitzen. Eine
notwendige und hinreichende Bedingung ist, dafl der Kommutator nicht verschwindet:

[L,M]=LM - ML= jC. (2.101)

Wenn L, M hermitesch sind, ist auch C hermitesch. Definiert man (der Erwartungswert von
Funktionen von Observablen fiir einen Systemzustand |¢ ) wurde in Gl. 2.86 definiert)

(AL =(L*) = (L)*,  (AM)*=(M*)— (M), (2.102)

so gilt eine Unschiérferelation fiir Messungen zu gleichen Zeiten, siehe Abschn. 1.3, welche die Form
1

AL~AM2§|<Q>| (2.103)

besitzt. Die Ableitung ist in Abschn. A.1 angegeben. Eine klassische Observable L, welche das

Produkt zweier klassischer Observabler A, B ist, also L. = AB, kann in der Quantentheorie nicht

durch den Operator L = A B ersetzt werden: Sind némlich A = AT, B = B' hermitesche Opera-

toren, so ist L = A B nicht hermitesch, falls [A, B] # 0 gilt. In diesem Fall definiert man in der
Quantentheorie einen symmetrisierten Operator

L=(AB+BA) = [4Bl.. (2104)

fiir den L = L' gilt. Der Ausdruck [A, B];+ wird als Antikommutator bezeichnet.

32



2.8 Operatorfunktionen. Projektoren. Spur des Operators

In diesem Abschnitt werden einige Sétze iiber Operatoren aufgefiihrt, die zu einer kompakteren
Schreibweise von Beziehungen in der Quantentheorie fithren.

2.8.1 Projektionsoperatoren

Ein Operator P, der einen Ket |¢ ) des Ket-Raums in einen niedrigerdimensionalen Teilraum
projiziert (Ergebnisket: | )), wird als Projektionsoperator (oder Projektor) bezeichnet. Da eine
nochmalige (oder mehrmalige) Anwendung von P den Ergebnis-Ket |1 ) nicht mehr veréindert,
ist jede positive Potenz von P gleich dem Operator P (er wird deshalb auch als idempotent
bezeichnet). Speziell gilt

P=pP>—PP-1)=0. (2.105)

In Anwendung von Gl.2.80 148t sich zeigen: Erfiillt ein Operator eine algebraische Gleichung, so
erfiillen seine Eigenwerte dieselbe algebraische Gleichung. Die Eigenwerte von P lauten daher

pp—1)=0 —p=1 p=0. (2.106)

Zum Eigenwert p; = 1 gehoren alle Kets, die bereits zur Génze im Unterraum liegen (sie werden
bei der Projektion nicht geéindert), zum Eigenwert ps = 0 gehéren alle Kets, die auf den Unterraum
orthogonal stehen (sie werden bei der Projektion in den Nullket verwandelt). Bilden beispielsweise
die Operatoren L, M einen vollsténdigen Satz kommutierender Observabler mit n, verschiedenen
Eigenwerten ¢, n,, verschiedenen Eigenwerten m, so wird die Basis durch die Kets | ¢, m ) gebildet:
Der Ket-Raum ist von der Dimension nn,,. Wird nun L mit dem Ergebnis ¢’ gemessen, so kann
der Zustandsket nur mehr im n,,-dimensionalen Unterraum liegen, der von den Kets |¢/,m )
aufgespannt wird. Diese Projektion wird durch den Projektor auf den Eigenraum des Eigenwertes
¢ vermittelt. Fiir diskrete Spektren:

Pageery = |,m )¢ ,m]. (2.107)

m

Die Verallgemeinerung auf den Fall, dal der vollstindige Satz kommutierender Observabler aus
mehr als zwei Operatoren besteht, ist offenkundig.

2.8.2 Operatorfunktionen

Als Operatorfunktionen sind solche zugelassen, welche in eine Potenzreihe entwickelt werden
konnen. Fiir sie gilt die Spektraldarstellung GI.2.81, die mit den Projektoren auf einen Eigen-
ket

Py =1€)(¢] (2.108)

in der Form

f(L)= %fﬂm y f(0)de (2.109)
4

geschrieben werden kann. Fiir f(L) = I folgt daraus die Vollstdndigkeitsrelation. Ist f(¢) keine
Funktion, die in eine Potenzreihe entwickelbar ist (eine symbolische Funktion s(¢), z. B. §(¢),

sgn(f), H({) etc), so kann man wegen Gl. 2.109 verabreden, einen Ausdruck der Form

#B\Z y s()dl = (Definition, Abkiirzung) = s(L) (2.110)
¢
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mit dem Symbol s(L) abzukiirzen. Die Ableitung einer Operatorfunktion nach einem Operator ist
wie folgt definiert
Of(L,M,N,...) f(L+el, M,N...)— f(L,M,N...)

oL = lim SRS —LL SN (2.111)

Man beachte, daf} die iiblichen Rechenregeln versagen, wenn man es mit nichtkommutierenden
Operatoren zu tun hat, also exp(A + B) # exp(A) exp(B), wenn [4, B] # 0.

2.8.3 Spur eines Operators

Als Spur eines Operators wird die Summe der Diagonalelemente seiner Matrix (in einer beliebi-
gen Darstellung) bezeichnet: Sie ist invariant gegen Basistransformationen und stellt somit fiir
Observable die Summe aller Eigenwerte dar (es gibt ja eine Darstellung, welche die Matrix zur
Diagonalmatrix macht).

Sp{M} = ng(z,e)de - jmﬂw . (2.112)
0

1

Die Spur eines Produktes von Operatoren ist invariant gegen zyklische Vertauschungen,
Sp{ABC} =Sp{BC A} = Sp{C AB}. (2.113)

Damit 148t sich die Invarianz der Spur gegen Basistransformationen nachweisen (man ersetzt die
Operatoren durch transformierte Operatoren gemifl Gl.2.72). Speziell ist

smmwu:jwwwww:jwmﬂww:wmm:ww» (2.114)
l ¢

2.9 Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte fiir reine
Zustinde und Gemische

Jetzt konnen die in Abschn. 2.5 in GI. 2.82 und GI.2.86 dargelegten, experimentell iiberpriifbaren
Beziehungen fiir Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte so formuliert werden, dafl ihre Inva-
rianz gegen Basistransformationen manifest wird (physikalische Aussagen miissen von der zufillig
gewiihlten mathematischen Beschreibung unabhiingig sein). Ein vollsténdiger Satz kommutieren-
der Observabler bestehe aus den Operatoren L, M, ..., Z. Das System sei im Zustand | ). Eine
Basis bilden die simultanen Eigenkets |¢,m, ...,z ). Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
von L den Wert ¢ zu erhalten, ist (beachte Gl.2.107, G1.2.114)

wl)=|{l,m,...z|p) > (m, ...,z beliebig)
j js@\ﬁm zydm...dz{(l,m,...z|¢) = (¢|Pgry| ¥) (2.115)

=Sp{P|, Pern}-

Fiir den Erwartungswert einer Observablenfunktion erhilt man analog (man beachte die Spekt-
raldarstellung Gl.2.109)

LbjﬂMJﬂ—j j¢wm 2) F(Odedm...dz (4m, ... 2| )
4

= (@lf(L) |¢) =Sp{P,, f(L)}.

Damit steht auch die Invarianz der Erwartungswerte gegen Basistransformationen fest.

(2.116)
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2.9.1 Gemische

Es trifft oft zu, dafl — nicht aus inhirent quantenmechanischen Griinden, sondern aus Griinden
der ,,Faulheit“ oder wegen der Schwierigkeit der Messungen — der Zustandsket | ¢ ) des Systems
nicht bekannt ist. Zur Auswahl sollen noch orthonormierte Kets |y, ) zur Verfiigung stehen, die
mit den Wahrscheinlichkeiten w, tatsdchlich den Systemket ¢ darstellen. Man bezeichnet diese
Situation (im Gegensatz zum reinen Zustand) als Gemisch.

o) mit we, Y wa=1,  (Pa|Ps)=0das. (2.117)
«
Es wird ein sogenannter statistischer Operator p definiert:

B:Z|§Oo¢>wa<§0a‘ . (2.118)

Die fiir das Gemisch relevanten Prognosen erhélt man, indem man w(¢) und { f(L)) von Gl. 2.115,
Gl.2.116 fiir einen Zustand | ¢, ) berechnet und dann mit den Wahrscheinlichkeiten w, gewichtet
(man beachte dabei GI. 2.118):

w(l) = ZwaSp{£| o ) BER(Z)} = Sp{BBER(Z)}v

(F(L)) = waSp{P|,. ) (L)} = Spip f(L)}. (21
Der statistische Operator hat die Eigenschaft

Sp(p) = Zwa =1, Sp(p?®) = Zwi <1. (2.120)
Wenn es sich um einen reinen Zustand handelt, ist p ein Projektor:

p=le)el =p*  Sp(p) =Sp(p’) = 1. (2.121)

2.9.2 Anmerkung zum statistischen Operator

Ein Gemisch kann auch simuliert werden, indem man die in Frage kommenden Zusténde |¢q, )
mit statistisch gleichverteilten Phasen zu einem (normierten) Ket | ¢ ) superponiert, die Prognosen
nach GI.2.115, GI.2.116 berechnet und anschliefend iiber die Phasen mittelt. Beispiel: Es seien
die Zustdnde |1 ), |¢2 ) je mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 vertreten. Statt den statistischen
Operator

o= el +lea)eal),  (pilen) =0 (2.122)

zu definieren, kann man den Ket

1 1 . 1 .
\¢>=ﬁ|@1>+ﬁ€ﬂ\<ﬂ2>, w(5)=% in 0<0<2m, (2.123)

definieren. Verwendet man p aus GI.2.122 in Gl. 2.119, so erhilt man dieselben Ergebnisse, wenn
man |¢ ) von GL.2.123 in Gl.2.115, Gl.2.116 einsetzt und anschlieffend iiber die gleichverteilte
Zufallsvariable § mittelt.
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2.10 Der Weg von der Ignoranz zum Zustandsket

Ein vollstdndiger Satz kommutierender Observabler bestehe aus den Operatoren L, M, ..., Z.
Die im Ket-Raum gewihlte Basis besteht aus den simultanen Eigenkets |¢,m,...,z ), sie ist
vollsténdig und orthogonal,

##...j|€,m7...,z>d€dm...dz<€,m,...z| =1
7T (2.124)

(bym,...,z|l,m/ ... 2" ) =8, €)5(m,m)...0(z,2).

Bei volliger Ignoranz iiber das System 1dft sich nur sagen, dafl alle Zustéinde mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit vertreten sind. Die Anzahl der méglichen Zustinde ist gerade Sp(f) — siehe Voll-
stédndigkeitsrelation! Damit ist p von Gl.2.118

'
L= Sp (D)

(vollige Ignoranz). (2.125)

Nach der ersten Messung, z. B. der Observablen L mit dem Ergebnis ¢, sind alle Kets moglich,
die im Eigenraum des Eigenwertes ¢’ liegen. Die Anzahl dieser Kets ist Sp (Pgg(,)). Somit ist

Prr e

p=————"—. (2.126)
- Sp (BER(Z’))

Mit jeder weiteren Messung reduziert sich die Anzahl der zur Konkurrenz zugelassenen Kets,
bis schliellich nach Messung aller kommutierenden Observablen (Registrierung aller vertriiglich
meBbaren Quantenzahlen ¢/,m’, ... 2") ein reiner Zustand vorliegt

p=10m .2 ) (0 m, . (2.127)

Ein weiterer interessierender Fall ist jener, dal der Zustandsket | ) bekannt ist, bevor eine Mes-
sung durchgefiihrt wird. Wie édndert sich der Zustand, wenn die Observable L mit dem Ergebnis
¢ gemessen wurde? Durch die Messung wurde offenbar der Ket |¢ ) in den Eigenraum des Ei-
genwertes ¢’ projiziert. Der Zustand |+ ) nach der Messung ist proportional zu dieser Projektion.
Der Proportionalititsfaktor (er kann reell angesetzt werden, da eine absolute Phase bei einer WA
nicht observabel ist) mufl so bestimmt werden, dafl (¢ |1 ) = 1 gilt. Somit ist nach der Messung

BER(@/)W ) _ BER(@/)W ) _ BER(@/)W )
\/<§0 ‘BéR(Z'ﬂ ®) \/<§0 |£ER(€’)‘ ©) \/Sp {B‘ ©) BER(Z’)}

) = (2.128)

War vor der Messung der Observablen L mit dem Ergebnis ¢’ nicht der Zustandsket | ¢ ), sondern
der statistische Operator p des Systems bekannt, so folgt in Anwendung von GI. 2.128 auf G1.2.118

fiir den statistischen Operator p’ nach der Messung (beachte: P = P?)
;o BER(Z’) BBER(Z’)

p = . (2.129)
- Sp {BBER(Z’)}

Ohne Beweis wird der statistische Operator fiir ein (durch eine Temperatur T beschriebenes)
System im thermischen Gleichgewicht angegeben:

__exp(—BH) _ 1
2= Sp(exp(— D)’ O

H ist der Hamiltonoperator (Energieoperator) des Systems. p von GI. 2.130 maximiert die Entropie
unter der Bedingung, daf die mittlere Energie Sp (p H) gegeben ist [17, S.258].

(2.130)
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Kapitel 3

Einfache Systeme und
Systemdynamik

3.1 Nichtklassische Korrelationen von Ereignissen

Der in Kap. 2 entwickelte Formalismus soll im folgenden auf die Behandlung der in Abschn. 1.2 be-
schriebenen Interferenzexperimente sowie auf zwei weitere Experimente angewendet werden, deren
Ablauf verbliiffend ist, und deren Ausgang zu noch anhaltender Diskussion iiber die Interpretation
der Quantentheorie gefiihrt hat.

3.1.1 Interferenz am Doppelspalt

Fiir die Anordnung von Abb. 1.1 ldfit sich der Zustand |Q ) eines Elektrons, welches die Quelle
Q verlassen hat, nach drei Kets entwickeln: |1 ) sei der Zustand eines Elektrons, welches beide
Spalte verfehlt, |11 ), |12 ) sollen die Zustédnde von Elektronen bezeichnen, welche den Schirm
durch Spalt 1 bzw. durch Spalt 2 passieren. Diese Zusténde sind vollsténdig (zur Beschreibung
der Elektronen, welche die Quelle verlassen haben) und orthogonal:

2

Dol =L (iley) =65 (1,5 =0,1,2). (3.1)

=0

Betrachtet man nur jene Elektronen, welche einen der beiden Spalte durchlaufen haben, so be-
schriankt man sich auf einen Unterraum, der durch die Kets |11 ), |¢2 ) aufgespannt wird, und
dem der Projektor

P =" {4 )(wi| =I—1vo )(o] (3.2)

entspricht.
Da alle Elektronen, welche einen der beiden Spalte durchlaufen haben, irgendwo in —co < x <
oo in der Registrierebene landen, sind die Dirac-Kets |z ), welche Gl. 2.36 erfiillen, némlich

400
/\x)dx<x| =1, (z|z")=6(x—2') (3.3)

vollstéindig zur Beschreibung der Verhéltnisse im Unterraum von Gl. 3.2, aber nicht vollsténdig
zur Beschreibung aller Elektronen, welche die Quelle verlassen haben: Es gilt ja (x|1) = 0,
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die WDA, daf§ ein Elektron, welches nicht durch einen Spalt lief, in der Registrierebene landet,
verschwindet. Es gilt

+oo +oo
00) = [l )do (i) = [la dovita), =12

oo (3.4)
(s [y = 1 :/lwi(z)|2d:c.

Hat ein Elektron den Spalt ¢ passiert (Zustand |v; ) ), so ist die Wahrscheinlichkeit eins, daf} es
irgendwo in —oco < x < oo landet (Integral iiber die |[WDA|? = |1;(x)|?).

Ein Elektron, welches entweder durch Spalt 1 oder durch Spalt 2 lduft, ohne daf} eine Einrich-
tung installiert wurde, welche eine Messung ,,auf welchem Weg® erlaubt, befindet sich in einem
Zustand der Superposition von |11 ), |2 ):

[P) =calpr) +eof2). (3.5)

Da auch |¢ ) als realisierbarer Zustand normiert sein mufl, (¢ |¢) = 1, folgt mit Gl. 3.1 die
Bedingung

e + [ea]? = 1. (3.6)

Eine spezielle Wahl (die der symmetrischen Anordnung von Abb. 1.1 entspricht, in der die Elektro-
nen gleichwahrscheinlich durch die Spalte 1, 2 laufen und die Materiewellen gleiche Phase haben)
ware

1 1
— + — . 3.7
Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle z ist in Anwendung von Gl.2.115

w(x) =Sp{Pyy ) P,y } =Sp{|¢) (¢]z) (x|} =[(z]y)[?
=zl (@) +(z[v2) P = 5[¥1(2)” + o (@)]* + 2R o1 ()03 (2)].

Der Zustand |1 ) ist eine sogenannte kohérente Superposition der Zusténde |1 ), |¥2 ), das heifit,
dafl die Wahrscheinlichkeitsamplituden ¢q, ¢o mit definierten Betriigen und Phasen auftreten (das
ist dann der Fall, wenn keine WW-Information vorliegt): In diesem Fall kommt es zur Interferenz.

In Abschn. 1.2 wurde erldutert, daf3 die Interferenz verschwindet, wenn WW-Information ver-
fligbar ist. Wie wére dieser Sachverhalt zu beschreiben? Wir wissen jetzt, dal die Elektronen mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 durch Spalt 1, mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 durch Spalt 2 kom-
men. Aber dieses ,entweder-oder“ unterscheidet sich vom oben besprochenen: Wir kénnen zwar
nicht vorhersagen, durch welchen Spalt ein aus der Quelle startendes Elektron fliegen wird, aber
wir messen eindeutig, dafl es durch Spalt 1 (oder Spalt 2) fliegt: Es sind also zwei Zustéinde
(|1 ) und |49 )) zur Auswahl vorhanden, von denen wir wissen, dafl sie tatséchlich auftreten,
aber jeweils mit den Wahrscheinlichkeiten 1/2. Das entspricht der in Abschn. 2.9 besprochenen
Situation eines Gemischs. Unsere Kenntnis {iber das System 148t sich nicht durch einen Zustands-
ket der Form Gl. 3.7 erfassen (keine kohiirente Superposition). Es trifft der statistische Operator
Gl1.2.117, GI. 2.118 zu:

[¥) =

(3.8)

1

p= lez Yo lwil,  (wiluy) =8y, Gi=12 (3.9)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle z ist nun in Anwendung von Gl.2.119

w(@) = Sp{pPy,y } = Sp{ple ) (x|} = (zlp|x) =
=3 |v) (Y1 la) + (zlv2) (Y2 ]2)) = 5l (@)]* + [Y2(2) ]

Es tritt keine Interferenz auf.

(3.10)
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3.1.2 Die spukhafte Fernwirkung
In Richtung ¢ (sieche auch Abb.3.1) linear polarisierte Photonen werden durch den Ket |9 )

Abbildung 3.1: Photonenquelle Q, verdrehbare Analysatoren fiir linear polarisierte Zustéinde bei
A B

bezeichnet. Die WA dafiir, daB ein |¢; ) -Photon einen in Richtung 95 eingestellten Analysator fiir
linear polarisiertes Licht passiert, ist (5 |9 ):

<192|’l91> :COS(’l91 —192), |<192|’L91> ‘2 :COSZ(’ls‘l —192). (3.11)

Daraus resultiert fiir viele Photonen, dafl unter dem Winkel ¢; linear polarisiertes Licht einen
unter dem Winkel 95 eingestellten Analysator (er fragt nach dem Endzustand (13| ) mit einem
Leistungsanteil cos?(9; — 92) passiert. Es gilt somit

(9]9)y=1, (I|9+m/2)=0. (3.12)

Sendet eine Quelle Q (siehe Abb.3.1) in Richtung A ein Photon im Zustand |94 ), in Richtung
B gleichzeitig ein Photon im Zustand |95 ), so soll diese Aussage fiir beide Photonen durch den
Ket |94,9p ) ausgedriickt werden (siche Abschn. 2.6, Beschreibung von Welt 1 und Welt 2). Die
Photonen sollen von der Quelle in entgegengesetzte Richtungen entlassen werden, und zwar so,
daf} ihr Zustand folgendem Ket entspricht:

[%0) = 75 (10,0) +[7/2,7/2)), (olto) =1,
(Va,0p [0y, V) = (Da]Vy) (VB |Vp) = cos (Y4 — V) cos (V5 — Ip).

(3.13)

Die WA, daf} ein unter dem Winkel ¢4 bei A und ein unter dem Winkel ¥5 bei B eingestellter
Analysator die Photonen im Zustand |t ) transmittieren, ist somit

(94,95 [%0) = 75 ((94,9510,0) + (Ia, 95| 7/2,7/2)) (3.14)
= % (cos 94 cos ¥ +sindssindp) = %cos (04 —I9B).

Werden beide Analysatoren auf denselben Winkel ¥ eingestellt, 0 < 9 < 27, so gilt

(9,9 40} = = [(0.9]40) [P = 2 (3.15)

) 0 \/57 ) 0 D) i .

fiir orthogonale Einstellung gilt

(9,9 +7/2|1o) =0, [ (9,9 +7/2|0) |* =0. (3.16)
Es stellt sich heraus, da} — unabhingig von der (parallelen) Einstellung der Analysatoren —

entweder beide Photonen transmittiert werden, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit 1/2, oder
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aber, dafl beide Photonen nicht transmittiert werden (ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit 1/2).
Nach GI.3.16 ist es unmoglich, dafl eines transmittiert wird, das andere dagegen nicht (weil die
Wahrscheinlichkeit null ist, dafl eine Transmission bei orthogonalen Analysatoren erfolgt; es kann
somit nicht passieren, daf sich ein Photon als z-polarisiert, eines als y-polarisiert erweist).

Es muf} somit aus einer Messung bei A (z. B. Transmission) augenblicklich der Schlufl erlaubt
sein, dafl — falls man bei B einen Analysator aufstellen wiirde — sich ein Photon an der beliebig
weit entfernten Stelle B im selben Polarisationszustand befindet. Wére das Ergebnis der Messung
bei A, dafl keine Transmission erfolgt (auch das ist ja mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 moglich),
dann wére der augenblickliche Schluf}, da§ auch bei B keine Transmission erfolgen wiirde.

Einstein hat das (in einem anderen Gedankenexperiment) als ,spukhafte Fernwirkung® be-
zeichnet, da nicht einzusehen sei, wie eine bei A gemessene Eigenschaft die Eigenschaften in einem
anderen Raumbereich bei B bestimmen kann, ohne dafi A mit B in Wechselwirkung steht (ohne
daf} geniigend Zeit vorhanden ist, ein Signal zwischen den beiden Stellen A, B laufen zu lassen).
Das Problem ist als Einstein-Podolsky-Rosen-Paradox bekannt [8][4][47], ein verwandtes Problem
ist das von ,,Schrédingers Katze“ [38][22].

Das Experiment von Abb. 3.1 ist tatséichlich durchgefiihrt worden [43], und zwar auch fiir den
Fall, daf} die Analysatoren bei A, B erst eingestellt werden, nachdem beide Photonen die Quelle
Q verlassen haben (um ein etwaiges ,,Signal® von den Analysatoren an die Quelle der Photonen
auszuschliefien). Der Ausgang des Experiments ist durch Gl. 3.13-Gl. 3.16 richtig beschrieben, er
bedeutet nicht, daB von A nach B eine Signaliibertragung mit Uberlichtgeschwindigkeit moglich ist
[30][23][29][5]. Die Ursache, da§ das Experiment so verlduft, wie es verlduft, liegt in der kohérenten
Superponierbarkeit von Zusténden wie in Gl.3.13. Es lafit sich zeigen [30], dafl keine klassische
Information, die man den beiden Photonen bei Verlassen der Quelle Q mit auf den Weg gibt (etwa,
wie sie sich zu verhalten haben, wenn die Analysatoren bei A und B bestimmte Orientierungen
aufweisen) einen Ausgang des Experiments prognostizieren kann, der mit den Vorhersagen der
Quantentheorie iibereinstimmt und damit dem tatsédchlichen Ausgang des Experiments gleicht.
Zusténde der Art von Gl. 3.13 bezeichnet man als ,,verschrinkte Zustdnde (entangled states)“.

Das hat Folgerungen fiir die Interpretation des Zustandskets | ¢ ) : Die ,richtige Aussage ist,
dafl | ) die komplette Information enthilt, die iiber das System zu erlangen ist, und daf trotzdem
im allgemeinen der Ausgang eines Experiments ungewif} ist.

Ein anderer Standpunkt (siehe auch [2]) deutet | ) als Reprisentant nicht fiir ein einzelnes
System, sondern als Repriisentant fiir ein Ensemble von Systemen, die voneinander abweichen.
Diese Abweichungen werden durch , verborgene Variable“ beschrieben, die wir nicht kennen. Die
Wahrscheinlichkeitsaussagen sind somit eine Folge unserer Ignoranz {iber diese verborgenen Va-
riablen. In [4] wurde aber gezeigt, dafl es keine lokale Theorie (lokal heifit: Eine Messung in A
ist unabhiingig von dem, was in B passiert) mit verborgenen Variablen geben kann, welche die
Vorhersagen der Quantentheorie dupliziert (wie bereits oben erwihnt: man kann den Photonen
beim Start keine a-priori-Information dariiber mitgeben, wie sie sich in A, B zu verhalten haben).

Fiir das Verhalten von Photonen ist die Frage entscheidend, wann sie unterscheidbar (nicht
interferenzfihig) und wann sie nicht unterscheidbar (interferenzféhig) sind. Diese Frage wird z. B.
in [20, S.218] sowie in [26][28] diskutiert. Neuere Experimente zeigen [44], dafl eine Messung der
FEigenschaften elektromagnetischer Felder moglich ist, ohne dafl dabei Photonen vernichtet werden
(wie das in einem Photodetektor der Fall ist).

3.1.3 Experimente zur Frage der Komplementaritéit

In Abschn. 1.3 wurde das Verhéltnis von Komplementaritét zur Unschérferelation bereits erwahnt.
Es gibt Vorschlidge, wie man eine ,, Welcher-Weg-Information“ erhalten kann, ohne dabei durch eine
Unschérferelation eingeschrénkt zu sein (Literatur zu diesem Problem sind die Arbeiten [9] [10]
[11] [35] [39] [40] [42]; leicht lesbare Einfiihrungen findet man in [12] [36] [41]; [46] beschreibt ein
tatséchlich durchgefiihrtes Experiment).

Das Prinzip ist in Abb. 3.2 dargestellt. Es soll zuerst der (erwartete) experimentelle Befund
erlautert werden, anschlieflend wird eine stark vereinfachte mathematische Beschreibung versucht.
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Abbildung 3.2: Der Quantum-Eraser: A Atome; L Laserstrahl; M; und My Resonatoren fiir Mikro-
wellenphotonen; T entfernbare Trennwinde der Resonatoren; PhD Photodetektor fiir Mikrowel-
lenphotonen; S Schirm mit zwei Spalten 1,2. R Registrierebene zur Detektion von Interferenzen;
w4 (z),w_(z) komplementire Wahrscheinlichkeitsdichten fiir das Auftreffen von Atomen am Ort
x, mit wy (z) + w_(x) = const; W Wellenfront der Materiewelle des Atomstrahls

Ein Atomstrahl mit genau definiertem Impuls (eine Materiewelle, da die Lage der Atome A auf
der Wellenfront W véllig unbekannt ist) wird durch einen Laserstrahl L in einen hochangeregten,
langlebigen Zustand versetzt. Beim Durchlaufen von Mikrowellenresonatoren My, My kénnen die
Atome ein Mikrowellenphoton abgeben. Es 148t sich nachweisen (siche die oben zitierte Literatur),
dafl dadurch der Impuls der Atome nicht wesentlich beeinflufit wird, es liegt somit auch beim
Durchlaufen des Doppelspalts noch eine ungestorte Materiewelle vor, die zur Interferenz in der
Registrierebene R fithren miifite. Da sich aber feststellen 148t, ob im oberen oder unteren Resonator
ein Photon deponiert wurde (ohne die Welleneigenschaften der Atome zu stéren), verfiigt man iiber
WW-Information und Interferenz.

Tatséchlich ergibt sich keine Interferenz (obwohl keine Unschirferelation bemiiht werden mu8).
Davon kann man sich leicht {iberzeugen. Die Zusténde

‘wi7n17n2>7 Z:132 (317)

bezeichnen Atome, die durch den Spalt i laufen, dafl im Resonator M; die Anzahl n; Photonen,
im Resonator Ms die Anzahl no Photonen vorhanden ist. Vor dem Versuch mit jedem Atom seien
beide Resonatoren leer (ny = ng = 0). Damit sind unter der zutreffenden Voraussetzung, daf ein
Atom beim Durchlaufen eines Resonators mit Sicherheit ein Mikrowellenphoton emittiert, folgende
Zustande zugelassen:

|w17170>a ‘w2a071>7

o (3.18)
<7/}i7n17n2 |¢j?n15 n2> = 5ij§n1n’15n2n’2~

Der Zustand der Atome ist eine lineare Superposition dieser beiden Zustinde, wenn man nicht
schon vor dem Durchlaufen des Doppelspalts in einem der Resonatoren nachgesehen hat, ob ein
Photon abgegeben wurde:

%) = —

41



Ein Atom, welches an der Stelle z gelandet ist, kann daher entweder zum Endzustand (z,1,0|
oder (x,0,1]| fiithren. Diese Zustéinde spannen einen Raum auf, auf welchen der Projektor

P=1x,1,0) (,1,0] +|2,0,1)(x,0,1] (3.20)

projiziert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Landung an der Stelle x ist somit in Anwendung
von Gl.2.115 und unter Beachtung von Gl. 3.18-Gl. 3.20 (mit der Bezeichnung v;(z) = (x |;))

w(z) =Sp{L, ) L} = Sp{|¢ (¢ | B} = (¢|P]¢)

3.21

L 1016 LO) P+ 0001 [62,0,1) ] = 3 [a@P + fa@] .
Alle anderen Terme geben wegen der Orthogonalitit der beteiligten Zustédnde verschwindende
Wahrscheinlichkeitsamplituden. Wegen der bestehenden Korrelationen in der Meflapparatur (in
den Zusténden |t¢1,n1,n9 )) kann keine Interferenz beobachtet werden, obwohl beim Gewinnen
der WW-Information keine Storung der Atome erfolgte. Komplementaritit gilt auch dann, wenn
keine Unschérferelation relevant ist.

3.1.4 Der ,,quantum-eraser

Interessant ist folgende Frage: Was geschieht, wenn man — nachdem das Atom bereits an einer
Stelle x gelandet ist — die beiden Trennwinde T in Abb. 3.2 entfernt? Dabei werden die beiden
Resonatoren My, Mo verkoppelt, und das darin befindliche elektromagnetische Feld kann in sym-
metrische Felder (sie haben ein Maximum an der Stelle des Photodetektors, ein Photon wiirde
absorbiert werden) oder in antisymmetrische Felder eingeteilt werden (in diesem Fall wiirde das
Photon nicht absorbiert, das Feld besitzt an der Stelle des Detektors den Wert null). Unabhéingig
davon, ob nun das Photon absorbiert wird oder nicht: Mit dem Verkoppeln der beiden Resonato-
ren wurde die WW-Information ,ausradiert” (daher die Bezeichnung quantum-eraser), weil sich
ja nicht mehr feststellen 148t, ob das Photon urspriinglich im Resonator M; oder im Resonator
M, abgelegt wurde. Damit miifite eigentlich (keine WW-Information!) die Interferenz beobacht-
bar sein. Aber: Wie kann das geschehen, da doch die Atome bereits gelandet sind und in GI. 3.21
berechnet wurde, dafl keine Interferenz stattfindet?
Dieselbe Rechnung wird nochmals durchgefiihrt. Bildet man die Linearkombinationen

1 11,0) =551+ ) +1-)),
—=(1,0) £[0,1))=[=£), dh V2 (3.22)
V2 0,1) =2 (1 + )~ - )
1 [h1) = 5= (g ) + 1= ),
—=(¢1) £¥2)) =¥z ), dh V2 (3.23)
va e e ) = S5 (10s ) — o)),

so erhélt man durch Einsetzen in GI.3.19 nach kurzer Rechnung fiir den Zustand der Atome,
welche durch den Doppelspalt laufen, den Ausdruck

S 1
V2 V2

Wenn das Atom an der Stelle x gelandet ist, werden die Trennwénde entfernt, und es wird festge-
stellt, ob der Photodetektor ein Photon absorbiert (in diesem Fall ist das Feld im symmetrischen
| + )-Zustand) oder aber, ob das Photon nicht absorbiert wird (in diesem Fall ist das Feld im
antisymmetrischen | — )-Zustand).

Wenn der | + )-Zustand vorliegt, ist der Endzustand des Systems durch den Bra (z,+|
gegeben, der Punkt, an dem das Atom gelandet ist, wird mit einem Pluszeichen markiert und
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gehort zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

wy () =[(z,+]¢) P =5 (@, + g, +) + (@, + v, =) P = 3 [ (x,+ [y, +) [P
=5 (x|vp) P =5 {zlv) +(z]v2) |? = 1|1 (x) + a(2)? (3.25)
= 1l (@) + [2(x)|? + 2R 1 ()3 ().

Die mit dem Pluszeichen markierten Endlagen zeigen somit Interferenz, siche Abb. 3.2.

Wenn der | — )-Zustand vorliegt, ist der Endzustand des Systems durch den Bra (z,—|
gegeben, der Punkt, an dem das Atom gelandet ist, wird mit einem Minuszeichen markiert und
gehort zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte

(2, =) P = 31(@, = ¢4, +) + (2, = [9-, =) P = 3| (2,— |-, =)

sl ) P = 3l e lvr) — (e lv2) [P = Tl1(z) — () (3.26)
= 11 (@) + [a(2)]? — 2R (2) 3 (2)].

Aus GI. 3.21, GI.3.25 und GI. 3.26 folgt

w_(x) =

1

w(z) = 3 (@) + ()] = wy (@) + w0 (2). (327

Die urspriinglich vorhandene WW-Information hat wegen der Komplementaritit von Welle und
Teilchen zu der Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) gefithrt, welche keine Interferenz zeigt.

Daran kann natiirlich der Umstand nichts dndern, da man nachtréglich (durch Verkopplung
der Resonatoren) die WW-Information vernichtet hat: Wenn man aber die im System gespeicherte
Information geschickt nutzt (ob ein | + )- oder | — )-Zustand des Feldes vorliegt), kann man die
auftreffenden Atome in zwei Klassen einteilen, die jede fiir sich Interferenz zeigen.

Ein mit Photonen durchgefiihrtes Experiment [46] hat bestétigt, dafi sich ein quantum-eraser
tatséichlich realisieren 148t.

3.2 Ortsdarstellung und Impulsdarstellung

Als einfachstes Beispiel wird die Quantisierung eines lings der x-Achse verschieblichen Massen-
punktes betrachtet. Es sollen keine inhdrent quantenmechanischen Observablen (z.B. Spin) bei
der Quantisierung hinzutreten.

Alle klassischen Groflen sind somit durch die Lage (z-Koordinate) und durch den Impuls in
z-Richtung (mit p bezeichnet) bestimmt und als f(z,p) darstellbar.

Bei der Quantisierung ersetzt man x, p durch hermitesche Operatoren, welche nicht vertausch-
bar sind (weil das Experiment zeigt, daf} sie nicht vertriglich mefibar sind). Man setzt

z=a', p=pl, [z, p] = jhL. (3.28)

Nach GI.2.103 fithrt der Kommutator auf die (experimentell bestéitigte) Unschérferelation fiir
Messungen zu gleichen Zeiten

Am~Ap2%h.

Wie in Abschn. A.2 gezeigt wird, folgt aus dem Kommutator von Gl. 3.28 fiir Funktionen f(z,p)

9f(z of(x
[z, f(z,p)] =jhf(3p’p)7 [f(z,p),pl = jh féx’p)'

(3.29)

Als vollstédndiger Satz kommutierender Observabler kann daher entweder z oder p gewéhlt werden.
Es soll hier der Operator z gewédhlt werden. Aus der Losung seines Eigenwertproblems

x|z ) =z|x) (3.30)
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resultiert eine vollstdndige, orthogonale Basis (die z-Darstellung) zur Entwicklung beliebiger Sy-
stemkets | ).

Das Eigenwertspektrum von z wird durch den Kommutator mit p festgelegt. Man definiert
zweckmiBligerweise einen unitiiren Operator (g ist ein reeller Parameter)

X
T(z0) = exp (;;ff) ., TT'=T'T=1, (3.31)

fiir den in Anwendung von GI. 3.29 gilt
[2,T] =21 - Tx=xT. (3.32)

Wendet man T von links auf die Eigenwertgleichung Gl. 3.30 an, so erhélt man unter Beachtung
von Gl. 3.32

Talz) = (aT —woD)|z) =aT|z)

(3.33)
d. h. 2{T|z)} = (v +x0){T|x)}.

Durch Vergleich mit Gl. 3.30 sieht man, dal T|z ) proportional zum Eigenket |z + 2 ) sein mu8,
der zum Eigenwert x + x¢ gehort. T wird daher als Translationsoperator bezeichnet. Da z reell
ist, ebenso z(, kann jeder Punkt in —oo < z < oo erreicht werden: Die Eigenwerte von z sind
kontinuierlich in —oco < z < 0o, die Eigenkets sind Dirac-Kets. Es gilt

T(xo)lz) =|z+z0), (z+zo|z+m0)= <x|fz|m> = (z|z). (3.34)
Die Basis in der z-Darstellung ist somit
+oo
/|x>dw(x| =1, (z|2') =6(x—a). (3.35)
— 00
Da spéter noch eine andere Basis verwendet werden soll, werden aus Griinden, die in Abschn. 2.3

besprochen wurden, die WDA in der z-Darstellung mit

(z|p) =™ () (3.36)

bezeichnet. Jeder beliebige Systemket kann entwickelt werden
+oo —+oo
o) =1le) = [l )do (x10) = [ 2 )z o) 0). (337
—oo —o0

Alle Probleme konnen gelost werden, wenn bekannt ist, wie Operatorfunktionen f(z,p) auf einen
Ket | ) wirken; wegen der Zerlegung GI. 3.37 muB daher die Wirkung auf einen Ket |2 ) berechnet
werden.

Fiir Funktionen f(z) mit reellen Koeffizienten folgt wegen

zle) =zlz) = fl@)lz) = f)lz), (z| f(z2)=f(z)(z] (3.38)
mit Gl. 2.58-GL. 2.60

f@le) =1v),
(z[f(@) ) = f(2) (x]p) = (x]) (3.39)



und somit
Top = . (3.40)

Die Wirkung von p auf |z ) ergibt sich aus Gl.3.34 fiir 29 = dz (eine infinitesimale Grofe):

T(do)|e) =L+ 5L+ )|e) = |z +de),
2 = |x+dac>—|a:):,ix
plz) = jhdlaHo dz ﬁldm' iz (3.41)
f)la) =f () l),
(x| f(p)=f(=jhgt) (] .

Daraus erhilt man die gesuchte Antwort:

f@le) =1[v)
(zIf(p) @) = f(=ihs) (z]o) = (z|¢) (3.42)
= (2) = f(pop) ™ (x) = f (—jlifk) o™ (a),
und somit
. d
Pop = —jh@. (3.43)

Allgemein gilt daher

f@,p)le) =1[v),
(2| f(z,p) | ) = f(Zops Pop)p ™ (x) = f (2, —jh L) (2) = ) (2).

Ganz analog hétte sich auch durch Losung des Eigenwertproblems fiir den Impulsoperator p als
Basis eine p-Darstellung entwickeln lassen, mit

(3.44)

/|p dp (p = L (plp') = 0p '),
9} =Ilp) /|p an{ple) /|p & ¢ (), (5.45)
Faple) =1v)

(Pl (,p) [ @) = [(@ops Dop)e ™ (p) = [(iT 45, p)') (p) = ¥ (p).

©®)(z) ist die WDA, bei einem Lokalisierungsversuch das durch |¢ ) beschriebene System an der
Stelle & zu finden, ¢®) (p) ist die WDA, bei einer Impulsmessung den Wert p zu erhalten.

Diese WDA konnten ineinander umgerechnet werden, wenn die unitére Transformation (siehe
Abschn. 2.3) zwischen z-Darstellung und p-Darstellung bekannt ist, also die ,Matrix* mit den
Elementen (z|p).

Als Spezialfall von GI. 3.44 erhilt man

(wlplp) = pop (2 1p) = ~jh= (wlp) =p{z]p), (3.46)
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und durch Integration

(xz|p)=c-exp (27rj%:17> . (3.47)

Die Integrationskonstante wird durch die Forderung nach Unitaritdt festgelegt. Man verwendet
entweder Gl.2.51, GI. 2.52, oder sieht unmittelbar

+oo
(z|a') =0(z —a') = (x|L|2") =/<$|P>dp<p|$'>
. —o0 (3.48)
= c2h/exp [2717'%(90 — x’)} d(%) = c2hi(x — '),
und somit
(z|p)= % exp (277]'%30) . (3.49)

Die gesuchten Transformationsgleichungen sind

+oo

+oo
¢@) = (a1} = [ (a1p)dp (1) = = [ ) exp (2mi ) .

g i (3.50)
o) = (ple) :/<p|x>dx<x|so> - ﬁ/«:%) exp (-2 V) do.

Die WDA ) (z), ¢P)(p) sind ein Fourierpaar.

3.3 Schrodingergleichung. Harmonischer Oszillator

Fiir einen lings der z-Achse in —oo < x < oo verschieblichen Massenpunkt sei das Eigenwertpro-
blem des Energieoperators H zu lésen (abweichend von der Bezeichnungsweise von Gl. 2.67 werden
die Eigenkets aus historischen Griinden mit |1, ), die Eigenwerte durch E,, bezeichnet)

H|yy ) = En|tn ). (3.51)

Die klassische Hamiltonfunktion (Gesamtenergie) eines im Potential V' (z) bewegten Massenpunk-
tes der Masse m lautet

2
H(z,p) = ;Lm +V(2). (3.52)

Der Hamiltonoperator resultiert, wenn man x, p durch hermitesche Operatoren mit dem Kommu-
tator GI. 3.28 ersetzt.
Die Funktion (z |¢y, ) = ¥y, (2) ist somit die WDA dafiir, bei dem System mit genau bekannter

Energie F, (entsprechend dem Eigenket |, )) bei einer Ortsmessung den Massenpunkt an der
Stelle x anzutreffen.
)

Aus GI. 3.51 folgt mit GIl.3.52 und Gl. 3.44
2
1 A
Yn(z) = [Qm (_]hdx> + V(z)

L)

<1‘|I_I(x’p)|q/}">:Efb<aj|wn>:<5C om X

2
Ps
272 + V(zop)

(3.53)
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und daraus die stationére (zeitfreie) Schrodingergleichung fiir die sogenannte Schrédingerfunktion

()

BB | W) - Bt =0,
+o00 “+o0 (354)
(Y [n) = 1 :/<¢n|x>dx<x|¢n> :/|wn<x>\2dz.

Losungen von Gl. 3.54 existieren fiir ganz bestimmte Werte von F,, (Eigenwerte des Energieope-
rators).
Fiir einen harmonischen Oszillator ist die potentielle Energie

1 1
V(z) = §kx2 = §mw2x2, wh= (3.55)
wobei k die Federkonstante bedeutet. Die Schrédingerfunktion geniigt daher der Differentialglei-
chung

n? Ay, 1 o
I Bnle) <2mw2x2 - E) @) =0, [lon(@Pde=1. (3.56)

Es 148t sich zeigen, dafl Losungen fiir
1
En:hw(n+2), n=20,1,2 ... (3.57)

existieren. Energie kommt in Portionen hw, die in einem Oszillator nicht unterscheidbar sind (n
Portionen, man kann nicht von der ersten, zweiten ... Portion sprechen).

Die niedrigste Energie Ey = hw/2 (die Nullpunktsenergie) kann dem Oszillator nicht entzogen
werden. Sie ist eine Folge der Unschiirferelation (die Energie E = 0 hiitte ein Oszillator, der an
der Stelle = 0 mit dem Impuls p = 0 sitzt: Diese Aussage ist wegen der Unschérferelation nicht
moglich).

Im Zustand |4 ) ist die WDA

2
o(z) = ‘W%exp (—m;‘jf ) (3.58)

wie man durch Einsetzen in Gl. 3.56 leicht verifiziert. Die damit berechneten Erwartungswerte von
x, p stimmen mit der klassischen Vorstellung eines in Ruhe befindlichen Ostzillators iiberein:

+o0o

+oo
() = (olz|o) =/<¢o |z ) de (z|z|o) Z/wé(ﬂf)ﬂfopwo(x)dx

— 00

+oo
- / o () 2z = 0

e (3.59)

+oo
(2) = (olplo) = [ (ol ) do (alp] o) = [ ¥ (@poptin(a)da

__71;(@ {—jhdd}o(x) ] da = 0.

dx
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Fiir die Varianzen berechnet man analog

h

2?) = (Az)?2 = —

)= A = g d.h. AzAp = k) (3.60)
(r°) = (ap)? = 0 ’

Der Grundzustand |ty ) des harmonischen Oszillators ist ein Zustand minimaler Unschirfe. Die
Energie ist unter Beachtung von Gl. 3.60

1 1
H ;2 - 2 2
(H)= 5 (p") + gma{a?) .
Bt e s b
om 2 T e Ty = phe = R

3.4 Das Grundproblem der Dynamik

Experimentell iiberpriifbare physikalische Aussagen beruhen auf berechneten Wahrscheinlichkeiten
(oder Wahrscheinlichkeitsdichten), die als Absolutbetragsquadrate von WA oder WDA berechnet
werden.

Die WA (oder WDA), bei einer Messung an einem System im Zustand | ¢ ) fiir eine Observable
A den Eigenwert A’ zu erhalten, ist durch (A |¢) gegeben. Das ist (siehe Abb. 3.3) die Projektion
des Zustandskets |¢ ) auf den Ket |\ ), der Eigenket des Operators A zum Eigenwert A’ ist. Die

A

/\\
/ ~

/
:< -
l
|
l

\

~

(A" lo)
lo)

|

TS
\7\ | X [A")

(A1) (X"It;\\l// (A'e)

3
~ / ;
r

Abbildung 3.3: Basissystem aus Eigenkets A einer Observablen A. Die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden (A|¢) sind die Projektionen des Zustandskets | ) auf die |A )-Achsen des Basissystems
(A-Darstellung)

Gesamtheit der Eigenkets bildet einen vollstdndigen und orthonormierten Satz von Basisvektoren,

AN) =X SN =L (N [X) =8, (3.62)

»,Dynamik“ bedeutet, dafl sich die Projektionen von |¢ ) auf die Basisachsen zeitlich dndern:
Sie kann daher durch eine Relativbewegung (Rotation) zwischen Zustandsket und Basis erfaft
werden. Die Zeitabhiingigkeit kann in Quantensystemen (bei gleicher Relativbewegung zwischen
Zustandsket und Basis) daher durch eine der nachstehend kurz beschriebenen Methoden erfaft
werden:
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e Im Heisenbergbild ist der Zustandsket |y ) raumfest. Die Operatoren, welche die zur De-
finition von Basissystemen geeigneten Observablen beschreiben, sind zeitabhéingig, haben
zeitabhingige Eigenkets, aber zeitunabhéingige Eigenwerte (der Index ,,H“ bedeutet im fol-
genden: Heisenbergbild):

Ay Au(t) ) = AlAu(?) ),

(3.63)
gf [ Au(t) YA (Au(t) | =1, (Au®) [ Mg (t)) = (X, A7),
A

Zeitunabhiingige Eigenwerte (Ableitung siehe Abschn. A.3) haben nur sogenannte nicht ex-
plizit zeitabhéngige Observable (sie werden zum Unterschied von explizit zeitabhingigen
Observablen L(t) mit A(t) bezeichnet). Unter expliziter Zeitabhéingigkeit in einem System
versteht man eine solche, welche durch eine von auflerhalb des Systems kommende Steuerung
verursacht wird. Beispiele dafiir sind: Ein Pendel, dessen Léange nach einem festen Programm
zeitabhéngig gedndert wird; eine Federkonstante oder eine Masse, die durch einen ,,Zauberer*
zeitabhéngig verdndert wird; ein Wasserstoffatom, bei dem die Grofle der Elementarladung
durch Zauberkraft gedndert wird. Gerade im letzten Fall ist einzusehen, dafl dadurch auch
die Energieniveaus des Atoms geéindert wiirden (und damit wéren die Eigenwerte des Ener-
gieoperators fiir dieses ,seltsame® Wasserstoffatom ebenfalls zeitabhiingig). Fiir Observable
A, die nicht explizit zeitabhiingig sind, dndert sich dagegen das Eigenwertspektrum (und
damit das Spektrum der moglichen Mefiwerte) nicht.

e Das Schrodingerbild betrachtet die Basisachsen als raumfest, der Zustandsket |¢g(t) ) be-
wegt sich. Wenn die Basisachsen (als Eigenkets einer nicht explizit zeitabhéngigen Observa-
blen A) zeitlich konstante Lage haben sollen, miissen diese Operatoren im Schrédingerbild
(Index ,,S*) selbst zeitunabhingig sein; die Basis liegt fest durch

AglAs ) = Al As ),

(3.64)
%f|/\s>d>\<)\s\ 3 (NI = (X, X).
A

Selbstversténdlich sind die Eigenwertspektren von Ay (¢) und Ag identisch. Wenn ein Ope-
rator, der eine Observable représentiert, im Schrodingerbild zeitabh#ingig ist, dann ist diese
Zeitabhéingigkeit durch eine explizite Zeitabhingigkeit verursacht. | pg(t) ), der Zustandsket,
ist zeitabhingig.

e Im Wechselwirkungsbild bewegt sich sowohl das Basissystem als auch der Zustandsket. Das
kann fiir die mathematische Behandlung von zeitabhéngigen Problemen mit den Methoden
der Storungsrechnung zweckméflig sein, obwohl vordergriindig diese Betrachtungsweise im
Vergleich zum Schrédingerbild oder Heisenbergbild komplizierter erscheint.

Aus Abb. 3.3 ist aber klar, dal die WA (oder WDA) unabhingig vom verwendeten Bild sein
miissen, ebenso Erwartungswerte

e\ 1) = (Au(t) [er) = (As[ws()),  (Lu(t)) = (Ls(t)). (3.65)

o(\, t) ist die WA (oder WDA) dafiir, bei Messung der Observablen A am System im Zustand
| ) zum Zeitpunkt ¢ den MeBwert A zu erhalten.

3.5 Das Heisenbergbild

Der Grundgedanke ist folgender: Die klassischen Bewegungsgleichungen der physikalischen Gréfien
werden als Operatorengleichungen fiir die Observablen interpretiert; die Losungen fiir nicht explizit
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zeitabhéingige Observable Ay (t) werden zur Konstruktion einer Basis | Ag(¢) ) im Ket-Raum geméfl
Gl. 3.63 verwendet.

Zur Darlegung des Prinzips wird ein System mit einem Freiheitsgrad betrachtet. Die (genera-
lisierte) Koordinate sei x, der dazu kanonisch konjugierte Impuls sei p (siche auch Abschn. A 4 fiir
eine kurze Wiederholung von Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion).

Jede physikalische Gréfie L kann somit als Funktion von z(t), p(t) und einer allfilligen expliziten
Zeitabhingigkeit ¢ ausgedriickt werden. Das gilt auch fiir die Hamiltonfunktion H, welche in
einfachen Fillen die Bedeutung der Gesamtenergie besitzt:

x(t) generalisierte Koordinate,

p(t) kanonisch konjugierter Impuls,

L(z(t),p(t),t) explizit zeitabhingige Grofe, (3.66)
Ax(t),p(t)) nicht explizit zeitabhingige GroSe,

H(z(t),p(t),t) Hamiltonfunktion.

Fiir zwei Funktionen F'(x, p,t) und G(z, p,t) wird eine sogenannte Poissonklammer durch folgenden
Ausdruck definiert:
OF 0G OF 0G
[F.G) =" -2 22 (3.67)

Unter Verwendung dieser Definition erhélt man die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

de . OH

dp . OH

%—p——%—[ aH]

dL _ 3Ld7x OLdp OL B OL O0H OL O0H 0L . oL

o= _ 7~ = e T 3.68
G ordi “opdt Tt arap opor o LM (3.68)
dA _ONdv  ONdp ONOH ONOH _ .\ o,

dt Or dt Op dt Ox Op Op Oz

dH _0H
dt ot

o

Ist H nicht explizit zeitabhingig, dann ist die Hamiltonfunktion konstant.

Der Ubergang zur Quantentheorie erfolgt dadurch, da man z(t), p(t) in GI.3.66 als hermi-
tesche Operatoren zy(t), py,(t) interpretiert, welche die Vertauschungsrelation Gl.3.28 erfiillen.
Wegen Gl. 3.29 gilt dann auch

Die Schreibweise Hy ist die Abkiirzung fiir Hy(t) = H(zy(t), p,(t),t). Die ersten beiden Bewe-
gungsgleichungen von Gl. 3.68 lauten somit

dry OHy 1
— T = —_— H
dt 6BH Jh[gH’iH]v

oy _ OHy _ 1

)
dt Dy g L

(3.70)

Die Ubersetzung der Gleichung fiir dL/dt bereitet Schwierigkeiten: Es kommen zwei Summanden
vor, die aus Produkten bestehen: Fiir klassische Groflen ist die Reihenfolge der Terme in den
Produkten beliebig, aber die entsprechenden Operatoren sind nicht vertauschbar, und somit ist
der Ubergang nicht eindeutig.
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Beachtet man dagegen, daB beim Ubergang zur Quantentheorie, siehe Gl. 3.70, der klassischen
Poissonklammer in der Quantentheorie ein Kommutator korrespondiert,

1
[, H] (klassisch) — —h[gH,ﬂH] (quantenmechanisch), (3.71)
J
so kann man versuchen, diese Korrespondenz auch in den folgenden Gleichungen anzuwenden
(damit berechnete Werte stimmen tatséchlich mit gemessenen Werten iiberein), d. h.:

dLy 1 OLy
dA 1
TtH = ﬁ[AHvﬂH]’ (3'72)
dHy  OHy
d ot

Sind die Losungen Ay (t) bekannt, so lassen sich die entsprechenden Eigenwertprobleme 16sen und
Darstellungen (Basissysteme) im Ket-Raum gemifl Gl. 3.63 finden.
Wie in Abschn. A.3 gezeigt wird, kénnte man die zeitabhéingigen Eigenkets |Ag(¢) ) auch als
Losungen von
1
A e H (0,0, ) (3.73)
erhalten.

Die Ausdriicke fiir Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte erhélt man aus GI. 2.118, indem
man beachtet, daf} der statistische Operator Py Im Heisenbergbild zeitunabhingig ist (er setzt sich
ja gemdB Gl. 2.117 aus einer Auswahl von zeitunabhéngigen Zustandskets | @p, ) zusammen), und
dafl die Projektoren auf Eigenrdume von Eigenwerten wegen der Zeitabhéngigkeit der Basiskets
| A\ (t) ) natiirlich ebenfalls zeitabhingig sind:

w(A,t) = Sp{p;Pern (t)}

) (3.74)
(f(Lu(t)) = Sp {p,f(Lu(®))}.

3.6 Ehrenfestsches Theorem. Die Energie-Zeit-Unschérfe-
relation

Die zeitliche Anderung des Erwartungswertes ist der Erwartungswert jenes Operators, welcher der
zeitlichen Anderung einer Observablen korrespondiert: Dieser Umstand wird als Ehrenfestsches
Theorem bezeichnet. Die Erwartungswerte der Operatoren stimmen mit den klassischen Groflen
iiberein (in Gl. 3.59 wurde z.B. gezeigt, daff die Erwartungswerte (z) = 0, (p) = 0, mit den
klassischen Werten x = 0, p = 0 eines in Ruhe befindlichen Oszillators ﬁbereinst?mmen).

Nach GI.3.72 wird mit Ay jener Operator bezeichnet, welcher der zeitlichen Anderung der
Observablen Ay korrespondiert (diese Bezeichnung resultiert in Anlehnung an die klassische Be-
zeichnung A fiir zeitliche Anderungen einer klassischen Grofie A(t)):

1

—[An, Hy]. (3.75)

K:
Ay jh

»Zuféllig® ist Ay im Heisenbergbild identisch mit der Ableitung dAy /dt.

In Anwendung von GI. 3.74 folgt mit GI. 3.72

%< Ay(t)) = %Sp{QHAH(t)} = Sp{py dA;t(t)}

— Splp, jih[AH,ﬂHn — Splp,, A} = (An)-

(3.76)
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Damit ist das Ehrenfestsche Theorem bewiesen.

Das bedeutet natiirlich nicht, daf§ klassische und quantenmechanische Vorhersagen iibereinstim-
men. Identifiziert man klassische Werte mit quantenmechanischen Erwartungswerten, so liefert die
klassische Gleichung z. B.

de(t)  OH(x(t),p(t),t)  d _ OH((zy(t)), (py (1)), 1)

Die quantenmechanische Gleichung, siehe Gl. 3.70, liefert dagegen

x oOH x 5 5 OH € 3 )
(200 _ 2 :< <]§25?a>w>§£ () (20} )

Fiir eine Observable A(t) wird eine charakteristische Zeit 74 dadurch definiert, daf sich in der Zeit
7A der Erwartungswert der Observablen gerade um eine Standardabweichung AA (Definition in
Gl.2.102) verschiebt; mit Gl. 3.76 folgt

d{ Ay (t °
AN — <7;t( ) 1A = (Ag )7a. (3.79)
(A (t)) ist eine bildunabhingige physikalische Aussage, daher wire der Index ,,H* am Operator
nicht notig.
In Anwendung von GI. 2.103 folgt aber aus GI. 3.75 mit Gl.3.79 die Unschérferelation

h AA

1 o
A - > = A = .
AA-AH 2 S[(h Ay)| 2 (3.80)
und somit
h
TAAH > 5 (3.81)

Diese Beziehung wird als , Energie-Zeit-Unschérferelation“ bezeichnet, obwohl die Zeit in der
Quantentheorie die Rolle eines Parameters spielt und nicht durch einen hermiteschen Operator als
Observable definiert wurde.

GI. 3.81 besagt, dafl die Kenntnis der Energie eines Systems mit einer Unsicherheit AH behaf-
tet ist, welche durch die Zeiten 7, festgelegt werden, mit denen sich die Erwartungswerte einer
Observablen A gerade um eine Standardabweichung AA #ndern.

In grober Abschiitzung kann man z.B. sofort sagen: Bei einem Atom im Grundzustand (es
dndert sich nichts) ist die Energie genau bekannt (AH = 0, 7o = 00). Geht ein angeregtes Atom
unter Photonenemission innerhalb einer Zeit 7 (7 ist die Lebensdauer) in den Grundzustand iiber,
dann ist die Energieunsicherheit des angeregten Atoms von der Grofienordnung AH ~ h/7, und
damit ist h/7 auch die Energieunsicherheit AH = hAf des emittierten Photons: Viele Atome
emittieren daher eine Linie der Linienbreite Af ~ 1/7.

3.7 Das Schrodingerbild

Im Schrodingerbild (siehe Abschn. 3.4) wird die Basis als raumfest betrachtet, die Observablen (de-
ren Eigenkets als Basisvektoren dienen) miissen daher zeitunabhiingig sein (explizit zeitabhingige
Observable haben auch zeitabhéngige Eigenwerte und werden nicht zur Konstruktion einer Basis
verwendet).

An die Stelle der Bewegungsgleichungen Gl. 3.70, Gl. 3.72, Gl. 3.73 treten daher die Beziehungen

deg  dpg  dAg dLs  OLg dHg  OHj drs)
o a @Y a T e @ o a (3.82)
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Zeitliche Anderungen einer Observablen Ag werden mit dem in GI. 3.75 definierten Operator be-
rechnet, im Schrédingerbild mit

° 1

Ag= ﬁ[ASﬂﬂS}' (3.83)
Die Zeitabhéngigkeit der physikalischen Gréflen wird durch einen zeitabhéngigen Schrodingerket
lps(t) ) erfaBt, fiir den eine Bewegungsgleichung gefunden werden muf.

Nimmt man an, daf fir ¢ < 0 das Heisenbergbild gilt, fiir ¢ > 0 das Schrédingerbild (zum
Zeitpunkt ¢t = 0 hort die Bewegung der Basis auf, und es beginnt sich fiir ¢ > 0 der bis dahin
raumfeste Zustandsket zu bewegen), so 148t sich zu jedem Zeitpunkt das Heisenbergbild mit einem
unitiren Operator U(¢) in das Schrodingerbild umrechnen. Man setzt an:

lon ) =U®)|es(t) ),
[Au(t) ) =U®)]As ),

(om loom) = (s(t) [ps(t)) = (ws()IUT(OUE) s (t))
dh U®U®)=UumU'(t)=1,  U©O) =L

(3.84)

Aus der Eigenwertgleichung fiir Ay (t) folgt in Anwendung von Gl. 3.84 auch die Transformation
der Operatoren:

Ax®lAa(®)) = AAa(®) ),
UM OAxOUOT (0 Xa(t) ) = MO Au0) )
AglAs ) = A ),
d.h. As = U (A (OU(2).

(3.85)

Die Bewegungsgleichung fiir den Transformationsoperator U(t) folgt z. B. aus Gl.3.73 unter Be-
achtung von GI. 3.84 und GI. 3.85

At~ L s} = - (0.5, OOLO s ) (3.56)
[d[{iit) + jthH(t)U(t)} [As) =0 — d?TEt) N 7%‘1&1{@&@

Fiir einen nicht explizit zeitabhéngigen Hamiltonoperator ist Hy = Hg = const und die Losung
lautet
i i i t
U =esp (=) LU =U'OU0) =1 da H=H' (3.87)
Die gesuchte Gleichung fiir den Schrodingerket folgt aus Gl. 3.84. Man beachte, dafl als Folge von
Gl. 3.85 und dem Umstand, dafl Operatorfunktionen in Potenzreihen entwickelt werden kénnen,
die Schreibweise

UMt Ly ()U(t) = U (t) L(zy (1), p (1), )U ()
= LU (O)zu(O)U (1), UT ()p, (DU(1). ) (3.88)

gilt. Somit folgt aus Gl. 3.84 mit GI. 3.86

d\fl? ) —o= d%iit)\%(t) ) +Q(t)w .
— L oulesn ) +updest)

I T dt
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und unter Beachtung von GI. 3.88 die gesuchte Gleichung
dles(t)) 1 1
= —Hq(t t)y =—H t t)). .
S = HOles(t)) = S5 Hlaspe Dl es() (390)

Da im Schrodingerbild der Zustandsket |¢g(t) ) zeitabhiingig ist, ist nach GIl.2.118 auch der
statistische Operator py(t) zeitabhéngig (er besteht aus einer Auswahl zeitabhéngiger Zustands-
kets |psa(t) )). Die Schrodlngeroperatoren Lg(t) fiir Observable sind nach Gl.3.82 nur dann
zeitabhéngig, wenn sie eine explizite Zeitabhéngigkeit besitzen. Wahrscheinlichkeiten und Erwar-
tungswerte berechnen sich in Anwendung von Gl.2.119 aus (Projektoren auf Basiskets | A\g ) sind
zeitunabhingig!)

w(A,t) = Sp{Bs(t)EER()\)}7 M _ _i
(f(Ls(t)) =Sp{pg(t) f(Ls(t))}, dt ih [Bs(t)’ﬂs(t)} : (3.91)

Die nach GI.3.74 und GI. 3.91 berechneten Werte stimmen natiirlich {iberein, wie man mit der
Transformation von Gl. 3.88 und Beachtung von Gl.2.113 leicht nachweist.

3.8 Die Schrodingergleichung fiir die zeitabhingige Wahr-
scheinlichkeitsamplitude

Wegen der Bildunabhiingigkeit der in Gl.3.65 definierten zeitabhingigen WA (oder WDA) ist es
zweckmiBig, eine Bewegungsgleichung fiir ¢(A,t) zu entwickeln. Unter Verwendung von Gl. 3.90
und der Schreibweise von GI. 2.58-Gl. 2.60 erhilt man

B2t — 2 s los(t)) = O] AESDL - (s (s, ps. 1) (D)

jh (As|H(zg,ps,t) | N ) dX (X s (t))

- —-S\'H / / /
j,g[ (L X,1) (N, £)dA
)\/

1
= EH( gp)7p(()p) t) ()\7t)

x(()i‘,), p(%) sind analog zu GI. 2.59 und GI. 2.60 fiir die A-Darstellung definiert:

Lo = 1) (M) = (AL 1) = S LIV Y aX (¥ 0) = Sf LX) 0)ax. (3.99)

A A

(3.92)

Als Beispiel fiir eine Losung dieser Gleichung soll der Massenpunkt im Potential V(z) von Ab-
schn. 3.3 betrachtet werden. Mit der Wahl A = x erhiilt man eine Differentialgleichung fiir p(z,t),
das ist die WDA dafiir, bei einer Messung des Ortes diesen Massenpunkt (der durch den Ket |¢ )
beschrieben wird) an der Stelle z zu finden. Fiir die a-Darstellung gilt mit Gl. 3.53—Gl. 3.56

dp(z,t) ) (a
_jh (() (x) ¢ t)p(z,t)

(975 opap0p7
S e e = 2L (Cinl) v e
TR 2m T Gk | 2m I AL
Lo g (3.94)
i |3 aor + V@) et
+oo
Nebenbedingung: /|g0(ac,t)|2dx =



Eine Losung dieser partiellen Differentialgleichung erhélt man mit einem Separationsansatz (Ber-
noulli-Ansatz)

o(x,t) = fult)on(2). (3.95)
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt

o (i V@) vl
fat) dt Un(2)

wobei F,, eine Separationskonstante bedeutet. Die Losungsbausteine miissen daher folgende Glei-
chungen erfiillen:

= E,, (3.96)

12 ()
2m  dx?

+oo
+[V(z) — Byt (z) =0, /|wn(1’)|2dm =1, o)
e 3.97

Die Werte E,, haben (man vergleiche mit Gl. 3.54) die Bedeutung der Eigenwerte des Energieope-
rators. Die allgemeinste Losung ist somit

p(x,t) = cnexp (—j%ﬂf) Yn (). (3.98)

Kennt man die Energie des Massenpunktes genau (F,, ist gegeben), so ist die WDA einer Lokali-
sierung durch

p(z,1) = exp (—j ?) V() (3.99)

gegeben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, den Massenpunkt an einer Stelle x zu lokalisieren, stellt
sich daher als zeitunabhéngig heraus:

w(z) = |p(z,t)* = | (). (3.100)

Man nennt die Zustéinde bekannter Energie daher auch stationére Zusténde.
Speziell fiir einen harmonischen Oszillator mit den Energieeigenwerten von Gl. 3.57 erhélt man
fiir genau bekannte Energie F,

o(z,t) = exp (—jo;t) exp(—jnwt) i, (). (3.101)
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Anhang A

Ableitungen

A.1 Ableitung der Unschirferelation
Fiir beliebige Kets |¢ ), |# ) gilt die Schwarzsche Ungleichung
(ele)(wlv) > [ (elv) % (A.1)

Fiir die Operatoren

A=L-(L)I, B=M-(M)I (A.2)
gilt wegen GI.2.101
L, M]=[A, Bl =jC
[7) 7] [77 7] ]—7 (Ag)

AB=3[A Bl + 3(AB+BA) = 3jC+ 3(AB+ BA).
Fir L = LT, M=M t sind auch die Operatoren A, B hermitesch. Fiir die Zustdnde
lp) =Alpo), |¥) =DBlgo) (A.4)

folgt aus GIl. A.1 unter Beachtung von GI.2.102

(wolA%|@0) (@0l B* |po) = (AL)*(AM)?

1 (A.5)
> 217 {(@olC @) + (ol AB+ B A|go) |

Da Erwartungswerte hermitescher Operatoren reell sind, ist der Term auf der rechten Seite von
Gl. A.5 von der Form |a + jb|?, mit a, b reell. Wihlt man den Zustand |pg ) so, daf
Blgo ) = jAlgo ), (A.6)

so verschwindet der Term (pg|AB + B Alyp ), also erhélt man

AL-AM > L|(C)] (A7)

A.2 Ableitung einer Vertauschungsrelation
Wie man leicht nachweist, gelten folgende Beziehungen

[Ly Ly, M] =L, [Ly, M] + [Ly, M]L, (A.8)
(M, Ly Ly] = L, [M, Ly] + [M, L,]L, '



Fiir einen gegebenen Kommutator

weist man unter wiederholter Anwendung von GI. A.8 nach:

[z, p%] = [z, pp] = 2jhp = jhzp?, (A10)
[z,p"] = njhg”_l = jh%g".
Analog beweist man die Relationen
2 1 _ ot a3 D2
[2%,p] = [z 2, p|] = 2jha = jhy %, (A1D)
2", p] = njhe" " = jhga".

Eine beliebige Funktion von z, p, die eine Observable darstellt, kann in eine Potenzreihe mit
Termen der Form z" p™ und p™ 2" entwickelt werden. Unter Anwendung von GI. A.8, GI. A.10
folgt

) )
— n , m , n u — n . h m — h
2"z, p" | + [z, 2" p" =z Jfagg Jh——

n ,m ]

[z, 2" p (" p™). (A.12)

Ein analoger Beweis gilt fiir den Kommutator [p™ z",p]. Damit sind die Beziehungen GI.3.29
bewiesen.

A.3 Zeitunabhingige Eigenwerte

Aus der Eigenwertgleichung einer nicht explizit zeitabhidngigen Observablen A
AJX) = AlX) (A.13)
folgt nach Differentiation nach der Zeit unter Beachtung von GI. 3.72

A 1
BBy A L gy a2
dt dt 7h dt (A14)
d\ d/X\)
=2\ A
a dt

Bildet man die Bracket mit dem Bra (\| und verwendet Gl. A.13, so erhélt man

) 1 dx)  dx d|\)
77 A |A) = 2 ANEA[A) + (A A=Z= = 20 (A A + A =55, (A.15)
1 1 ANy dx dX)
G LI = ZE AU A + A ] =5= = G5 + A =5~
und somit
dX
Dy (A.16)

Damit ist die Zeitunabhiingigkeit der Eigenwerte bewiesen. Aus Gl. A.14 erhiilt man wegen d\ /dt =
0 nach Rearrangieren der Terme

A(jth)\>+d)\>>>\(1H|)\>+d|)\>>_0,

= dt ih dt (A17)

d[A)

(A—AD) (jlhmm +dt> .

Daraus folgt die Bewegungsgleichung GI. 3.73.

II



A.4 Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion

In der Mechanik werden generalisierte Koordinaten x; (i = 1,2,...,n) und generalisierte Ge-
schwindigkeiten @; = dx; /dt definiert. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in der Form

d oL oL

=0, i=1,2,....n (A.18)

schreiben, wobei L = L(z;,4;,t) die Lagrangefunktion bedeutet, die in einfachen Fillen als die
Differenz von kinetischer Energie und potentieller Energie gedeutet werden kann.
Definiert man die zu den Koordinaten z; kanonisch konjugierten Impulse p; durch

0L
ox;’

pi = i=1,2,....n (A.19)

so erhélt man anstelle von Gl. A.18 die Bewegungsgleichungen

pi= dt 78.’1%‘7 piiaii’

i=1,2,...,n. (A.20)
Man definiert eine Hamiltonfunktion H (z;, p;,t) durch
1'1,71727 Zmﬂ% - 1'7,7i‘i7t)~ (A21)
Durch Bilden der Differentiale folgt unter Beachtung von GIl. A.20
OH OH OH
dH =3 a—%dxi + Z 0P+ Gyt

8L oL . oL
= Zz dp; + szdfm — d %dzz — Edt

L L
= Zx dp; — 6 d €T — —dt + (Zpldxl — 8, dz> (A.22)
= — Z a de ledpl - =
= — ld i 'Z‘di—fdt
R
Durch Vergleich der ersten und letzten Zeile liest man aus Gl. A.22 ab:

.iziziv i: :—77 7:—7, .:1,27...,. A.2
YT T e VT oz, ot ot " " (A.23)

In einfachen Fillen hat die Hamiltonfunktion die Bedeutung der Gesamtenergie.
Ein Beispiel aus der Elektrotechnik bietet die Kraft auf eine Punktladung ¢ im Vakuum. Die
Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt der Masse m und der Ladung ¢ lautet

dv

me = a(B+ 7 x o), (A.24)

wobei E und H durch das Skalarpotential ¢ und das Vektorpotential A wie folgt ausgedriickt
werden:

A 4 .

E = —grady — s toH = rot A. (A.25)
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Die Lagrangefunktion, aus der man in Anwendung von Gl. A.18 die Bewegungsgleichung Gl. A.24
erhélt, lautet

1 q
L= §m172 —qp+qA- v, (A.26)

wobei die generalisierten Geschwindigkeiten die Komponenten von ¥ sind, @; = v; (i = 1,2,3).
Damit erhélt man in Anwendung von Gl. A.19 den kanonischen Impuls

L
=mv; +qA; — P=mv+ qA. (A.27)

i

Di = )
Die Hamiltonfunktion Gl. A.21 ist somit

1 1 -
H=p-U—L=-mit?>+qpo=—(p—qgA)?+ qo. A.28
p-v 2mU qy Qm(p qA) qy ( )

Diese Hamiltonfunktion ist die Grundlage zur Erfassung der quantisierten Wechselwirkung zwi-
schen Ladungen und dem elektromagnetischen Feld (siehe z. B. [19, S.405]).
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Anhang B

Ubungen und Anwendungen

B.1 Bracketschreibweise und Integralgleichungen

Die Integralgleichung

b

o(z) + u(z) /v*(x’)gp(a:’)da:’ = w(x) (B.1)

a

ist zu 16sen (die Funktionen u(z), v(x) und w(x) sind gegeben).
Man interpretiert die Funktionen als Komponenten von abstrakten Vektoren in einem Basis-
system

b
(z]2') = 6(z — o), /\x>da:<x| _1 (B.2)

und erhalt somit anstelle von GI. B.1

b

<x|<ﬂ>+<x\u>/<v|m’>dm’<x’|¢>=<x\w> (B.3)

a

oder (weil (x| sicher nicht der Null-Bra ist, und weil nicht alle Bras (x| auf den Ket in der
folgenden Zeile orthogonal sein kénnen; ist v(z) reell, gilt (x|v) = (v]|z))

[o) +lu) (v]p)=|w). (B.4)
Man bildet die Bracket mit (v |, berechnet (v |¢ ), und setzt diesen Ausdruck in Gl. B.4 ein:

(v]w)
_ . B.5
(vlp) = Tt (B.5)
Man beachte: Falls 1+ (v |u) = 0, existiert eine Losung fiir (v |¢ ) nur dann, falls auch (v|w) =0
(in diesem Fall ist (v |¢) eine beliebige Konstante c¢). Das Ergebnis lautet

7{1}\1{)) ir vlu
1+ (v]u) fir 1+ (vlu)#0, (B.6)

lp) =|w) —clu) ¢ beliebig, wenn 1+ (v|u) =0, (v]w)=0.



Man bildet die Bracket mit (x|, verwendet die Vollstandigkeitsrelation Gl.B.2, und erhélt die
Losung der Integralgleichung

b
/U*(x)w(x)dx ,
() = w(a) — u(z)——; fir 1+ [ @)ulo)ds 20
1+ /v*(x)u(:c)d:r “
a ) (B.7)
p(x) = w(z) = cu(z) fir 1+ / (z)u(x)dz =0,
b a
und /v*(m)w(w)dw =0.
Nach diesem Rezept lassen sich auch Integralgleichungen folgender Form losen:
b
z)+ Y uil) / vl (2 )p(z)dz' = w(z). (B.8)

a

B.2 Der zweidimensionale unitire Raum

B.2.1 Eine spezielle Basistransformation. Lineare und zirkulare Polari-
sation von Photonen

Es sei eine orthonormierte Basis (die a-Darstellung) gegeben:

2
dolai) (ail =L (aila;) =6y (B.9)
i=1

Verdreht man die Basiskets |a; ) durch einen unitidren Operator U in eine Basis |b; )
bi) =Ula;), UU'=UU=I, (B.10)

so ist die Basis der |b; ) ebenfalls orthonormiert, es gilt

Z\bi><bz‘| =1, (bi |bj) = 04 (B.11)

Der Drehoperator U ist in der a-Darstellung durch Matrixelemente Ui(]q)

die Vollstéandigkeitsrelationen von Gl. B.9 und GI. B.11):

2 2
U zgz:Z ) (a; U] a;) a]\me YOS Cag| =D 1) (s, (B.12)
- <

i,j=1

gegeben (man beachte

der Umkehroperator UT durch die Matrixelemente U;rj(a):

Ut =

I~

2 2
Ut =" Ja; ) (a: [U] ;) (a; | —Zm YOI (aj| = la;) (b;] . (B.13)
i,j=1 j=1

1,7=1
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Es gilt somit

US = (a;|b)

a * a )k (B14)
U = (bilaj) = (a; ;)" = U™,

Die Komponenten eines allgemeinen Kets | ) transformieren sich wegen

2 2 2
=ZWH%M=Zw%g=Z CIDESEULY (B.15)

[ V)

wie

ol = (a;|p) =

(a b
(ai|b;) Z @D,

2
<bz | (lj > (p;a) = Z Ul-];(a) (pg-a).
1 j=1

Mw

<.
Il
i

(B.16)

M

o = (b)) =

J
Eine spezielle Transformation sei durch folgende Beziehungen definiert:

@ _ (g lpyet (11 @) _ g gy et (1=d

v =tal=as (3 1). ol =man = (17). (B.17)

Damit lauten die Transformationsgleichungen fiir die Komponenten der Kets in den beiden Dar-

stellungen
(a) b b ; a
oL (bt ;bi Eb; _ L (1 ‘F’éa; , (B.18)
o) 2\ V21 ) \ws

Die Basiskets |b; ) entwickelt nach Basiskets |a; ) sind (der Drehoperator U wird aus Gl. B.12
eingesetzt):

|b1) =Ula1) Zlaz (ailbj)(a;la1)

2]1

2
=Zm (alb) = SURas) = (ar) +las)),
i=1 (B.19)
|b2>=Q|a2>=Z|az (ailbj)(ajlaz)
& S 1
—Zlaz (a;|b2) ;Uﬂ lai ) =ﬁ(|a1> —jlaz)).

Versteht man unter den Kets |a; ), |az ) den Polarisationszustand von Photonen, die unter
0°, 90° linear polarisiert sind, so bezeichnen die Kets |b; ), |b2 ) rechtszirkular bzw. linkszirkular
polarisierte Photonen.

Unter 45° linear polarisierte Photonen wéren somit durch den folgenden Ket |£ ) bzw. in der

a-Darstellung durch dessen Komponenten éa), 55“) gegeben:

1 g’y 11
€)= J5lla) +1a2)) y)_ﬁ@) (B.20)
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In Anwendung von Gl.B.18 lauten die Komponenten des Kets |£ ) in der b-Darstellung

éé: :\}§<}_ﬂj>\2(i>:;<i;j]> (B.21)

Der Ket |£ ) (entwickelt nach Basiskets der b-Darstellung) ist somit

€)= 21— lb) + (1 +3)b)]. (.22)

Die Matrixelemente eines allgemeinen Operators L transformieren sich zwischen den beiden

Darstellungen wie folgt:
2
(a: U] ai ) dan |Ll ac) e (U] a) = S URVLEGUS.

2
LY = (i |LIb) = (a
k,6=1 k6=1

szl -

(B.23)

Beispiel: Der Operator mit den Matrixelementen

W (10
L= (0 1) (B.24)

lautet in der b-Darstellung

- 507) ()50 ()

Der allgemeinste normierte Polarisationszustand kann in der a-Darstellung wie folgt geschrieben
werden:

Ip) =e’(e%cosalay ) +e¥sinalay)), 0<a<n/2, 0<¢p<m. (B.26)

Fiir ¢ =0,7/2, 0 < o < /2 handelt es sich um lineare Polarisation, die Werte o = w/4, ¢ = /4
liefern rechtszirkulare, die Werte o = 7/4, ¢ = 37/4 linkszirkulare Polarisation.

Zu jedem (allgemein: elliptischen) Polarisationszustand |p; ) gibt es einen orthogonalen Pola-
risationszustand |ps ), es gilt also (py |p2 ) = 0. Fiir den Ansatz von Gl. B.26 erfiillen orthogonale
Polarisationszusténde die Bedingungen ay 4+ ag = 7/2, |2 — 1| = 7/2.

Polarisationszustinde kénnen auch durch den Elevationswinkel ¢ der grofien Achse der Polarisationsellipse (0 < ¢ <
m) und den Quotienten der Linge der kleinen Achse und der Linge der groflen Achse ausgedriickt werden (dieser
Quotient wird als tany, —7/4 < x < 7/4 festgelegt; somit ist |tan x| < 1, x > 0 bezeichnet nach der Konvention
rechtshéndige Polarisation, x < 0 linkshéndige Polarisation; dabei ist der Blick gegen die Ausbreitungsrichtung des
Lichtes gerichtet).

Deutet man die Winkel 0 < 213 < 27 als geographische Lénge auf einer Einheitskugel (der Poincaré-Kugel),
die Winkel —7/2 < 2x < 7/2 als geographische Breite (Siidpol 2y = —n/2, Nordpol 2x = 7/2), so liegen alle
linearen Polarisationen am Aquator, alle rechtshiindigen elliptischen Polarisationen auf der Nordhalbkugel, alle
linkshéndigen elliptischen Polarisationen auf der Siidhalbkugel. Die zirkularen Polarisationen liegen im Nordpol
und Siidpol. Orthogonale Polarisationszusténde liegen auf der Kugeloberfliche einander diametral gegeniiber.

Die Beziehungen zwischen den Winkeln «, ¢ einerseits und 1, x andererseits (sowie die korrekte Wahl der
Vorzeichen) sind im folgenden ohne Beweis angefithrt. Man beachte, dafl die vollsténdig polarisierten Zustéinde
auf der Kugeloberfliche liegen. Teilweise polarisiertem Licht kann man Punkte innerhalb der Kugel zuordnen,
unpolarisiertes Licht entspriache in dieser Darstellung dem Kugelmittelpunkt.

tan 2¢) = tan 2a cos 2¢ 0< 2y <2m
sin 2y = sin 2asin 2 —7m/2<2x <m/2
fiir cos2¢p < 0 : wéhle 7 < 2 < 27
fiir cos2¢p =0 : wiahle 21 = 0 fir tana <1
2¢p = 7 fiir tana > 1
. 2¢ 0<2p<7/2
2a fir ¢ =0 . - -
= i =1: = - < <
29 {27r—2a fiir o — /2 fiir sin2a =1 2x T—2p 7w/2<2p<3m/2

20 — 21 37/2 < 2p < 27
Orthogonale Polarisationen
[2¢2 — 291 | =7 2x2 = —2x1

a1 +ag =7/2 lp2 — 1| = /2
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Abbildung B.1: Darstellung von Polarisationszustinden auf der Poincaré-Kugel.

B.2.2 Der statistische Operator. Der Polarisationsgrad

Im folgenden wird die a-Darstellung von Gl. B.9 verwendet. Der allgemeinste statistische Operator
zur Beschreibung von Polarisationszustédnden

2 2
o= la:) (ailola;) (a;| = D lai) oy (a;] (B.27)
i,j=1 i,j=1

ist hermitesch, seine Matrix g;; ist daher eine hermitesche Matrix, die durch vier reelle Para-
meter bestimmt ist. Die Matrix kann somit als Linearkombination von vier linear unabhéngigen
hermiteschen Matrizen

. (10 (10 . (01 . (0—3
00,ij= (01> O1,ij= <O _1) 02,1']‘=<10> 03,i5= <J 0‘7> (B.28)

mit reellen Koeflizienten sq, s1, s2, s3 geschrieben werden:
1 > 1 [ sg+s1 s9—js
o - E I 0 1 =2 3
Qij 2 <3000,w £ SkUk,zj> 2 (82 jss S0 — 1 ) : (B_29)

Den hermiteschen Matrizen oy, ;; entsprechen in sinngeméfer Anwendung von Gl. B.27 hermitesche
Operatoren

72 = a1 ) {az] +]a2 ) {as ] , (B.30)
o3 = —jlai ) (az| +jlaz) (a1 ]
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Sie haben folgende Eigenvektoren (EV) und Eigenwerte (EW) — die Uberpriifung erfolgt durch
Einsetzen in die entsprechende Eigenwertgleichung:

o1: EV]a)=|0), EW +1,

)
EV |ax) =|n/2), EW —1,
1 _
o2t BV Llm) +lan)) = |n/4), BW +1, )
EV %ﬂal) —laz))=13r/4), EW —1,
os: EV Lllar) +jlas)) =|rs), BW 41,
EV L(lar) —jlaz))=|lz), EW — 1.

Die Eigenzustidnde von o sind unter den Winkeln 0, 7/2 linear polarisiert, die von oy sind un-
ter den Winkeln m/4, 37/4 linear polarisiert; die Eigenzustdnde von o3 sind rechtszirkular bzw.
linkszirkular polarisierte Photonen.

Fiir die o-Operatoren gelten folgende Beziehungen:

Sp(@ﬁ) =0firi#j, i,7=0,...,3; [ﬂ,ﬁ] = 2jok, 4,4,k =1,2,3 (und zyklisch) (B.32)

Fiir den statistischen Operator Gl. B.27 kann man unter Verwendung der o-Operatoren schreiben

3
1
0= 5;5@. (B.33)

Unter Verwendung von GI. B.32 und Beachtung von GI. B.28 berechnet man

3 3
1 1
Sp(e) = 3'Sp(00) = 0. Sp(e?) = ;5P (Z SeW) =32 s (B:34)
£=0 £=0

Da der statistische Operator die Bedingungen Gl. 2.120 zu erfiillen hat, folgt daraus allgemein fiir
die Parameter s,

s =1, sT+s3+s3<1. (B.35)

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reine Zustéinde, also fiir vollstdndig polarisiertes Licht. Fiir 0 <
52 + 53+ 53 < 1 handelt es sich um teilweise polarisiertes Licht (ein Gemisch), fiir s2 + s3 +s3 = 0
ist das Licht unpolarisiert: in der a-Darstellung driickt sich das dadurch aus, dafl die beiden
orthogonalen Basiszusténde mit gleicher Wahrscheinlichkeit vertreten sind,

2
Qunpol = Z | @i >
i=1

Es kann ein Polarisationsgrad

P=\/si+s3+s3<1 (B.37)

definiert werden; P = 0 bedeutet unpolarisiertes, P = 1 vollstindig polarisiertes Licht. Am En-
de des voranstehenden Abschnitts wurde auf die Moglichkeit verwiesen, die Zusténde vollsténdig
polarisierter Photonen auf die Oberfléche einer Einheitskugel (der Poincaré-Kugel) abzubilden. In
Erweiterung dieser Darstellung 1483t sich teilweise polarisiertes Licht auf das Innere der Einheitsku-
gel abbilden, wobei der Abstand des Punktes vom Kugelmittelpunkt durch den Polarisationsgrad
P der Photonen gegeben ist. Dem Kugelmittelpunkt entspricht somit unpolarisiertes Licht.

(a;] . (B.36)

N =



Die Wahrscheinlichkeit, in einem (durch den statistischen Operator ¢ beschriebenen) System
einen bestimmten Zustand anzutreffen kann mit Gl. 2.119 berechnet werden. Fiir einige ausgewéhl-
te Polarisationszusténde erhélt man als Ergebnis:

Sp(el0) (0])
Sp(elm/2) (7/2])
Sp(elm/4) (m/4])

)
)

(B.38)
Sp(g|3m/4) (3m/4]

Sp(o|rz ) (rz|
Sp(g|lz ) (lz]) =

81, $2, 83 sind ein Ma# fiir die Anteile von Licht, welches unter den Winkeln 0, 7/4 linear polarisiert
bzw. rechtszirkular polarisiert ist. Die in GI. B.38 berechneten Ausdriicke sind somit die normier-
ten Intensitédten (normiert auf die Gesamtintensitét 1 des Lichtes), welche man unter Vorschaltung
von Polarisationsfiltern fiir die linearen Polarisationen mit den Orientierungen 0,7 /2, 7/4,3m/4
bzw. fiir die rechtszirkulare und die linkszirkulare Polarisation am Photodetektor messen wiirde.
Bezeichnet man diese Intensitéten als I(..), so lassen sich die Stokes-Parameter aus Intensitéits-
messungen ermitteln:

I(0) + I(w/2) =
1(0) = I(m/2) = 51
B.39
I(m/4) — I(3m/4) = s9 ( )
I(rz) — I(1z) = s3
Wie man sieht, ist auch I(w/4) + I(37/4) = I(rz) + I(1z) = 1, die Intensitét ist immer die Summe
der in orthogonalen Polarisationszustdnden gemessenen Intensitéten.
Die Matrix Gl. B.29 des statistischen Operators (auch Dichtematrix genannt) lé8t sich wie folgt

umformen:
Q”Ll {(so—\/s%—l—s%—ksg 0 )
Y2 0 S0 — \/s7 + 3+ 53
2 2 2 s
n (81+ s1ts3+ 83 2 )% 2)} (B.40)
S92 +]53 —51+ 51+52+53

Die erste Matrix in der eckigen Klammer beschreibt den unpolarisierten Anteil des Lichtes, ihre
Determinante Det(g;;) > 0. Wenn das Licht vollstéandig polarisiert ist, ist die Matrix wegen sq = 1,
52 + 83 + s2 = 1 die Nullmatrix, die Determinante hat den Wert Null. Die zweite Matrix in der
eckigen Klammer erfafit den vollstdndig polarisierten Anteil des Lichtes, ihre Determinante hat
den Wert Null. Ist das Licht unpolarisiert, so gilt wegen Gl.B.38 s1 = so = s3 = 0, die zweite
Matrix ist die Nullmatrix, die erste Matrix ist wegen sqg = 1 die Einheitsmatrix.

Die Parameter sq, s1, S2, s3 werden auch in der klassischen Optik definiert, sie heiflen Stokessche
Parameter zur Charakterisierung von Polarisationszustdnden des Feldes. In der klassischen Optik
ist der Parameter sy ein Maf fiir die (ohne Polarisationsfilter) gemessene Intensitidt des Lichtes
(hier in der Quantentheorie ist wegen der Normierung der Zustéinde immer sg = 1, so, als wiirde
man normierte Intensitéten I < 1 verwenden). Die Beziehungen Gl. B.35, Gl. B.37 sind daher fiir
den Fall der klassischen Optik wie folgt zu modifizieren:

51\ s2\ 2 s3> s1\ 2 s2\° s3>
) e G
S0 S0 S0 So S0 50
Ohne Beweis wird der Zusammenhang zwischen den Winkeln 21, 2y auf der Poincaré-Kugel und
den Stokes-Parametern zitiert:
tan(2y) = 8—2, 0 <29 < 2m, tan(2y) = ——,
51 s? 4 s3

53 72 < 2x < 7/2. (B.42)
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B.3 Wellen und Photonen

B.3.1 Wellen in klassischer Beschreibung

Als Vorstufe zur Quantisierung denkt man sich das elektromagnetische Feld im Vakuum in ei-
nem Volumen V (z.B. in einem Wiirfel) nach ebenen Wellen mit der Orts- und Zeitabhingigkeit
exp [—j(wt — k - 7)] entwickelt. Jede ebene Welle ist in zwei orthogonalen Polarisationen vertreten.
Als Beispiel wird eine einzige Welle der Frequenz w und der Fortpflanzungskonstante & (w = kc¢) mit
gegebener linearer Polarisation herausgegriffen, welche in z-Richtung propagiert. Man beschreibt
sie durch eine komplexe Energieamplitude F'(z,t) oder eine reelle Energieamplitude F).(z,t)

F(z,t) = V2hw a(t)e?*,
a(t) = age 9%t = |a0|67j(“’t7“"“), (B.43)
Fr(z,t) = R{F(2,t)} = 1 F(z,t) + $F*(2,t) = V2hw|ao| cos (wt — kz — @q).

F(z,t) ist so normiert, da§ die Gesamtenergie der betrachteten Welle innerhalb des Normierungs-
volumens durch

1 1
H= B |F(z,t)]* = hwla(t)]” = ihw(aa* +a"a) (B.44)

gegeben ist. Damit hat |a(t)|2 eine physikalische Bedeutung: Es ist die Anzahl der Energiequan-
ten (Photonen), welche sich in der betrachteten Welle (in dem betrachteten Modus des Feldes)
innerhalb des Volumens V befinden. Man transformiert auf neue Variable @), P wie folgt:

() () (F) (F) V5 (L)) em

Durch diese Substitution erhélt man fiir die Gesamtenergie in der betrachteten Welle

1
H= 5P2 + 5(0.}@)27 (B.46)
ein Ausdruck, der formal der Energie eines harmonischen Oszillators mit dem Impuls P und der
Koordinate @ gleicht. Man beachte ferner

w@ ~ R(a) (Kophasalkomponente), P ~ S(a) (Quadraturkomponente). (B.47)

Die Gesamtenergie ist somit die Summe der Energien in der Kophasalkomponente und in der
Quadraturkomponente des komplexen Energiezeigers der Welle. Da bei der Quantisierung Impuls
P und Koordinate @) zu nicht kommutierenden Operatoren werden, lassen sie sich nicht gleichzeitig
scharf messen: Das fithrt zu einer quantenmechanisch bedingten Unsicherheit der Messung des
Zeigers einer Welle, dem Quantenrauschen.

Nach GI. 3.68 erhélt man fiir die klassische Bewegungsgleichung der Energieamplitude a

da gy 0000 000l _wP-juQ . (B.48)
a M =509p oro0 - vahe '

mit der Losung a(t) = ag exp(—jwt), womit der Ansatz von Gl. B.43 nachtriiglich bestitigt ist.

Jeder Modus des elektromagnetischen Feldes kann somit durch die Variablen @), P (oder al-
ternativ durch die Variablen a, a*), einen Polarisationsvektor und eine Fortpflanzungskonstante
k = w/c beschrieben werden.
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B.3.2 Quantisierung von Wellen

In der Quantentheorie werden aus den klassischen Groflien (), P hermitesche, nicht vertauschbare
Operatoren:

Q=Q' P=P' [Q P]=jhl, (B.49)

aus den klassischen Beziehungen Gl. B.45 werden Operatorengleichungen:

(;>:¢;a7 (i—jj> (w;))’ (wg):\/?Cj;) <;T> (B.50)

Setzt man fiir @, P im Kommutator Gl.B.49 ein, so erhélt man
la,a'] = L. (B.51)
Fiir den Energieoperator (Hamiltonoperator) folgt unter Verwendung des Kommutators Gl. B.51
H= %B2 + %oﬂQ? = %hw(@T +a'a) = hw (aTa—k ;I) ) (B.52)
Der klassischen Bewegungsgleichung Gl. B.48 korrespondiert die Operatorengleichung (siehe auch
Gl.3.72)

d 1 ,
== o H) = —jwa, Losung: alt) = age™,  [ag,a) = 1 (B.53)

Die klassische reelle Energieamplitude Gl. B.43 wird zu einem hermiteschen Operator:

h . o h ) . ) .
F,(zt) = /? [a()e™ +al (e ] = [T |age @) gl @ (B

B.3.3 Bosonen. Erzeuger- und Vernichteroperatoren

Zunéchst sollen die Eigenwerte des Hamiltonoperators Gl. B.52 und die Bedeutung der Operatoren
a, o' untersucht werden. Man fiihrt einen hermiteschen Operator n ein,

1
n=a'a, somit H = hw (n—|— 21) , (B.55)

und versucht, das Eigenwertproblem
njn) =nln) (B.56)
zu losen. Unter Verwendung der Vertauschungsrelation GI. B.51 folgt:

afaln) =nln)
(aa" = D)|n) =nln)
aa'ln) =nm+1)|n) (B.57)
alaatn) = (n+1)af|n)

nf{af|n)} = (n+1{af[n)}.

Der Operator af erzeugt somit aus einem Zustand |n ) mit dem Eigenwert n einen Eigenzu-
stand zum Eigenwert (n + 1), man bezeichnet a' als einen Erzeuger-Operator. Es muf noch die
Normierungskonstante ¢ ermittelt werden:

afln) = cln+1)
(nlaaf|n P(n+1|n+1)

=|c
(n |I+GTG" |<7”L|7”L>+<7”L|ﬁ|n>:|c|2<n+1|n+1> (B.58)
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Es gilt daher fiir die Wirkung des Erzeugers:
afln) =vn+1|n+1) (B.59)

Analog erschliet man die Wirkung des Operators a:

f20-2
(I+a'a)aln) = naln) (B.60)
nfaln)}=(n—1){aln)},

der Operator a erzeugt somit aus einem Zustand |n ) mit dem Eigenwert n einen Eigenzustand
zum Eigenwert (n — 1), man bezeichnet g als einen Vernichter-Operator. Analog zu Gl. B.58 wird
die Normierungskonstante ermittelt; das Ergebnis lautet:

aln) =vnln—1). (B.61)

Wenn ein Zustand niedrigster Energie existieren soll (entsprechend einem Minimalwert fiir n), dann
miissen die Eigenwerte n ganzzahlig sein: Nur in diesem Fall gibt es einen Eigenwert n = 0 und
einen Zustand |0 ), fiir den geméf Gl. B.61 gilt a|0 ) = 0. Andererseits gibt es keinen Maximalwert
fir n, weil sich nach Gl.B.59 immer Zustéinde zu hoheren Werten von n erzeugen lassen. Das
Ergebnis lautet somit (der Operator n wird als Anzahloperator bezeichnet):

njn) =n|n), n=0,12..., (B.62)

die Zusténde sind vollstdndig und orthogonal:

Snyinl =1, (n|n') = o (B.63)
n=0

Die Losung des Eigenwertproblems des Hamiltonoperators wird damit:
H|E,) =E,|E,), E,=hwn+31), n=012,.... (B.64)

Die Energie wird in ganzzahligen Vielfachen von hiw vergeben (diese Energieportionen nennt man
Photonen). Innerhalb eines Modus (in einer Welle des elektromagnetischen Feldes) kommt es nur
auf deren Anzahl n an, sie sind innerhalb eines Modus ununterscheidbar (sie lassen sich aber sehr
wohl von den Photonen in einer anderen Welle unterscheiden). Teilchen, von denen beliebig viele in
einen Zustand gehen kénnen, und die innerhalb dieses Zustands ununterscheidbar sind, bezeichnet
man als Bosonen.

Man beachte, dafl jede Welle eine minimale Energie besitzt: Fiir n = 0 (es ist kein einziges
Photon vorhanden, welches etwa von einem Photodetektor registriert werden kénnte!) ist die
Energie

1
Eo = 5hw. (B.65)

Man nennt sie Nullpunktsenergie, der Zustand ist der Vakuumzustand |0 ) . Diese endliche Energie
erklart sich dadurch, dafl wegen der Unschérferelation zwischen Kophasalkomponente und Quadra-
turkomponente (oder zwischen elektrischer und magnetischer Feldstirke) nicht beide gleichzeitig
identisch null sein kénnen, sondern um den Erwartungswert Null Schwankungen ausfithren, die so-
genannten Nullpunktsfluktuationen. Diese Schwankungen kénnen ein anderes System storen, etwa
Anlafl einer Photonenemission eines angeregten Atoms sein. Vor der Quantisierung des elektro-
magnetischen Feldes wurde fiir so eine Photonenemission eines Atoms im Vakuum der Ausdruck
»spontane Emission“ geprégt, weil kein Grund fiir die Emission ersichtlich war.
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B.3.4 Temperaturstrahlung. Bose-Einstein-Verteilung

Fiir ¢ < 1 gelten folgende Bezichungen (die zweite erhilt man aus der ersten durch Differenzieren
nach ¢):

— n _ n—1 _ n=
EriD SL N A S (560

Der statistische Operator fiir ein System im thermischen Gleichgewicht ist durch GI. 2.130 gegeben.
Setzt man den Hamiltonoperator Gl. B.55 ein, so folgt

exp (—nhw>
_ KT) e _ _hw
0= L _nhiw = S@) q = exp < kT>' (B.67)
PSP T

Damit berechnet man den Erwartungswert fiir die Anzahl von Photonen in einem Modus der
Temperaturstrahlung:

. > (nlg™nln) Y ng"
(n)=n=Sp(gn) =» (n|en|n)="2 =0 (B.68)
=0 > (nlg®n) D q"

Setzt man fiir die Summen aus GIl. B.66 ein, erhélt man fiir die mittlere Anzahl von Photonen in
einem Oszillator (einer Welle, einem Modus des Feldes) im thermischen Gleichgewicht

q 1
1—q hw ’
— -1
exp (w)
Im optischen Frequenzbereich ist diese Anzahl auch bei sehr hohen Temperaturen klein gegen
Eins, das Licht verhilt sich nichtklassisch. Im Radiofrequenzbereich gilt bei Zimmertemperatur

7i > 1, wir haben thermisches Rauschen mit klassischen Eigenschaften (Gaufisches Rauschen).
Analog berechnet man

(B.69)

n =

on® =n2 - =n+n’. (B.70)

Bei klassischem Rauschen ist 77 > 1, die relativen Leistungsschwankungen dn> /7? ~ 1. Der Grund
fiir die hohen Fluktuationen in einem Modus ist die Interferenz der Elementarfelder der Bosonen,
die sich zufillig in Phase addieren, aber auch durch destruktive Interferenz ausléschen kénnen. Im
Quantenbereich ist wegen 77 < 1 auch die relative Intensititsfluktuation gro8, on? /A2~ 1/n> 1.

Die Wahrscheinlichkeit, genau n Photonen in einem Modus der Temperaturstrahlung anzutref-
fen, ist nach GI1.2.119 und Gl. B.67

n

q

w(n) = Sp(e|n ) (n|)=<n‘g’n>: = =q"(1—q). (B.71)
> 4"
n=0
Aus GI.B.69 ist aber
n
q= 57 (B.72)
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Aus GL. B.71, Gl. B.72 folgt schliellich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Bosonen im thermi-
schen Gleichgewicht (Bose-Einstein-Verteilung)

1 1
1+m 1\" "~
n

B.3.5 Kohirente Zustinde. Poisson-Verteilung

w(n) = (B.73)

Den klassischen Groflen a, a* von GIl.B.44 entsprechen in der Quantentheorie die nicht-hermite-
schen Operatoren a, af, die somit keine Observablen darstellen. Die Eigenkets von a haben (wie
im folgenden gezeigt wird) eine enge Beziehung zu klassischen Wellen. Das Eigenwertproblem

ala) =ala), a = |ael?> (B.74)

hat komplexe Eigenwerte, die Eigenkets werden als a-Zusténde oder kohérente Zustdnde bezeich-
net. Man kann sie nach der Basis Gl. B.63 entwickeln:

a) :ch|n>. (B.75)
n=0
Setzt man in die Eigenwertgleichung Gl. B.74 ein und beachtet Gl. B.61, erhélt man
ch\/ﬁm—l) :Zacnm) :ch+1\/n+1|n>. (B.76)
n=0 n=0 n=0

Durch Vergleich der Koeflizienten, Rekursion auf einen ersten Koeffizienten ¢y und Einsetzen in
die Entwicklung GI. B.75 folgt

acy, aey acg
. e, = _ , B.77
=g = e =2 i) (B.77)

co wird aus der Forderung ermittelt, dal der Zustand normiert sein soll:

e a?n
(ala) = 1= feof? - 120 = e exp (o). (B.78)
=0 :

Mit einer willkiirlichen Phase ¢, von « lautet der kohérente Zustand

i /|a|2”e \OCIQGJ,”%

Mit Gl. B.74 erhélt man den Erwartungswert der Photonenanzahl in einem «o-Zustand:

n). (B.79)

(n)=m=(aln|a) = (a|a'a|a) =|af*. (B.80)

Damit kann der kohédrente Zustand folgendermaflen geschrieben werden:

Z \/ " ping |n) (B.81)

Die Wahrscheinlichkeit, n Photonen in einem kohérenten Zustand anzutreffen, ist das Quadrat des
Absolutbetrags der Wahrscheinlichkeitsamplitude, mit welcher der Ket |n ) in der Entwicklung
vertreten ist,

w(n) = L (Poisson-Verteilung). (B.82)
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Fiir die Poisson-Verteilung berechnet man ein mittleres Schwankungsquadrat von

2 —
on? =n2 —7w?

=7. (B.83)

Der Vergleich mit der Bose-Einstein-Verteilung Gl. B.70 zeigt: Fiir hohe mittlere Photonenanzahl
7 > 1 sind die relativen Intensitiitsuktuationen beim kohirenten Zustand sehr klein, én?/n? =
1/m <« 1, der kohérente Zustand ist im Vergleich zum thermischen Licht fiir @ >> 1 ein sehr stabiles
Signal. Fiir @ < 1 sind kohérenter Zustand und thermisches Licht praktisch nicht zu unterscheiden,
fiir beide sind die relativen Intensitidtsschwankungen grof (m < 1 ist der Quantenbereich; man
beachte, dafl sich die Aussage auf eine einzige Welle bezieht!).

Fiir den Erwartungswert des Operators der Energieamplitude Gl. B.54 mit einem kohérenten
Zustand erhdlt man unter Verwendung der auch fiir a, gliltigen Eigenwertgleichung Gl. B.74:

(E (1)) = | B, (2, ) ) = /% [(alagl @) e~ 4 (a |ab] o) e/t
= 4 / h% Ua|eij(‘-‘)t7kz7(pa) —+ |a‘ej(“’t7szipa)] (B84)
= vV 2hw |a|cos (wt — kz — pg).
2

Der Vergleich mit Gl. B.43 zeigt, dafl der Erwartungswert des Feldoperators mit einem kohérenten
Zustand eine ideale Sinuswelle gegebener Amplitude und Phase ist. Amplitude und Phase (oder
Kophasalkomponente und Quadraturkomponente) kénnen aber nicht gleichzeitig scharf gemes-
sen werden. Die quantentheoretische Beschreibung einer klassischen Sinuswelle ist der kohérente
Zustand. Bei einer Messung des Zustandes sind Photonenanzahl, Phase und Amplitude nicht
scharf definiert (der Endpunkt des komplexen Zeigers ist nicht exakt definiert, sondern von ei-
nem Unschiirfekreis umgeben). Beim Empfang mit einem Photodetektor setzt sich die Poisson-
Verteilung der Photonen in eine Poisson-Verteilung der Photoelektronen um, der Photostrom zeigt
Schrotrauschen (Quantenrauschen). Es 148t sich zeigen, da8 sich das Licht von einem idealen, ein-
modigen Laser in einem a-Zustand befindet.

B.3.6 Quantenrauschen beim Empfang von Wellen

Beim Empfang von Licht mit einem phasenempfindlichen Empfiinger (Heterodyn-Empfinger) oder
bei der Verstidrkung von Licht mit einem phasenempfindlichen Verstérker kommt es zu Quanten-
rauschen, weil Kophasalkomponente und Quadraturkomponente des Feldes einer Unschérferelation
geniigen. Aus GI. B.50, G1. B.51 berechnet man fiir den Kommutator:

 hw

jh
wQ. Pl = la+al, ~ja+jal] = T [a+ af, ~a + ]
- % " 2 (B.85)
= %[%QT] — It 4] = jhel.
Aus Gl. 2.103 folgt die Unschérferelation
1 1
AWwQ)-AP = S|(jiwl)] = 5 hw. (B.86)

Fiir gleichzeitige Messungen nicht kommutierender Observabler gilt aber nach GI.1.32 das dop-
pelte Unschéirfeprodukt (bei Empfang oder Verstidrkung mit einem phasenempfindlichen System
werden notwendigerweise gleichzeitige Messungen von Kophasal- und Quadraturkomponente vor-
genommen):

A(wQ) - AP > hw fiir gleichzeitige Messungen (B.87)

Die minimale Unsicherheit beim Empfang oder der Verstdrkung mit einem phasenempfindlichen
System betrigt somit fiir jeden Modus des Feldes hw, das ist eine dquivalente Rauschenergie,
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die einem Photon pro Modus entspricht. Empfingt man ein Signal mit einer Bandbreite B, so
muf} nach dem Abtasttheorem der Zustand von B Moden pro Sekunde gemessen werden, was zu
einer minimalen, quantentheoretisch bedingten Rauschleistung von fiw B fiihrt (jeder empfangene
Modus liefert pro Sekunde die diquivalente Rauschenergie eines Photons). Im klassischen Bereich
lassen sich pro Modus zwei nahezu unabhingige Messungen durchfithren (Amplitude und Phase,
oder Kophasal- und Quadraturkomponente), da im Radiofrequenzbereich die Quantenenergie fw
so klein ist (auBerdem andere Rauschursachen — wie das thermische Rauschen — dominieren),
dafl die Nichtkommutativitit von ), P nicht bemerkbar wird. Im optischen Bereich dagegen ist
wegen der vernachlissigbaren Anzahl thermischer Photonen (siche G1. B.69) das Quantenrauschen
dominierend:

P ="hwB (minimale Rauschleistung in der Bandbreite B) (B.88)

Die Unterschiede des Empfangs von Temperaturstrahlung und Laserstrahlung sollen nochmals
zusammenfassend deutlich gemacht werden:

Temperaturstrahlung ist in klassischer Beschreibung ein Gauflproze (gauBsches Rauschen),
der in seinen statistischen Eigenschaften vollstindig durch das Frequenzspektrum oder dessen
Fouriertransformierte (die Autokorrelationsfunktion) gegeben ist. Die Bandbreite sei A f, die Be-
obachtungszeit fiir einen Modus des Feldes im Sinn von Gl. B.69 ist die Koh#renzzeit 7, = 1/Af.
Die Temperaturstrahlung sei mit einem Signal der Nachrichtenbandbreite B moduliert. Um die
Nachricht zu detektieren, mufl man somit Beobachtungszeiten T' = 1/B wihlen, und in die-
ser Zeit empfingt man somit M = Af/B unabhingige Moden der Temperaturstrahlung. Der
Strom ¢ am Photodetektor ist proportional zur empfangenen Photonenanzahl n, das Signal-
Rauschleistungsverhiltnis ist daher SRV = 72 /dn2.

Wir betrachten zunéchst den Quantenbereich hf/kT > 1, wegen G1.B.69 n < 1, und somit
wegen GL. B.70 6n? ~ n.

Wa&hlt man nun die Nachrichtenbandbreite so hoch wie die Bandbreite der Temperaturstrah-
lung, so ist M = 1, die Beobachtungszeit zur Detektion der Modulation ist genau so grofl wie die
fiir den Empfang eines Modus der Temperaturstrahlung. Es gilt daher

72
SRV=—=~n<1 (B.89)
on?
Es ist in diesem Fall nicht moglich, die Nachricht zu empfangen: Der Detektor kann nicht unter-
scheiden, ob die empfangenen schnellen Fluktuationen von der Temperaturstrahlung oder aber
von der schnellen Modulation stammen.

Wiéhlt man dagegen die Nachrichtenbandbreite B sehr klein im Vergleich zur Bandbreite A f
der Temperaturstrahlung, so empfangt man in einer Beobachtungszeit T fiir die Modulation sehr
viele unabhiingige Moden M der Temperaturstrahlung, deren Photonenanzahlen sich zu N = Mn
addieren; da die Moden unabhéngig sind, addieren sich auch die mittleren Schwankungsquadrate
zu Mén2. In diesem Fall gilt somit

(Mn)?
Mén?
Die Modulation 148t sich gut empfangen, sofern die in einer Beobachtungszeit T' empfangene Pho-
tonenanzahl N sehr grof ist (das ist der Fall fiir B < Af). Merksatz: Auch mit einer Taschenlampe
kann man gut morsen, weil man beim Empfang des langsam veréinderlichen Signals die schnellen
Fluktuationen der Temperaturstrahlung ausmittelt.

Wir betrachten nun den klassischen Bereich hf/kT < 1, wegen G1.B.69 n > 1, und somit
wegen Gl.B.70 dn? ~ i2.

Wa&hlt man wieder die Nachrichtenbandbreite so hoch wie die Bandbreite der Temperatur-

strahlung, so ist M = 1, die Beobachtungszeit zur Detektion der Modulation ist genau so grof3 wie
die fiir den Empfang eines Modus der Temperaturstrahlung. Es gilt daher

SRV = ~Mn=N (B.90)

2

3

SRV = — ~ 1 (B.91)

<

n2
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Es ist daher wieder nicht moglich, die Nachricht zu empfangen: Der Detektor kann nicht unter-
scheiden, ob die empfangenen schnellen Fluktuationen von der Temperaturstrahlung oder aber
von der schnellen Modulation stammen.

Wahlt man aber die Nachrichtenbandbreite B sehr klein im Vergleich zur Bandbreite Af
der Temperaturstrahlung, so empfingt man in einer Beobachtungszeit T fiir die Modulation wie-
der sehr viele unabhéngige Moden M der Temperaturstrahlung, deren Photonenanzahlen sich zu
N = M addieren; da die Moden unabhiingig sind, addieren sich auch die mittleren Schwankungs-
quadrate zu Mén2 = Mn?. In diesem Fall gilt daher

=\2
SRV = %;L)Q ~ M (B.92)
n

Die Modulation 148t sich gut empfangen, sofern M = Af/B > 1.

Fiir Laserstrahlung (einen Oszillator, der einen kohiirenten Zustand emittiert) gelten obige
Beziehungen nicht. Das Lasersignal besitzt eine stabile Amplitude, die Linienbreite A f der Strah-
lung wird durch Phasenschwankungen dominiert, der Zufallsprozef ist nicht (wie jener der Tem-
peraturstrahlung) durch die Angabe des Leistungsspektrums (oder der Autokorrelationsfunktion)
vollstandig bestimmt, siehe [21], Abb.6.5, S. 307. Fiir den idealen Laser gilt fiir beliebige Beob-
achtungszeiten die Poisson-Verteilung Gl. B.82 mit dem mittleren Schwankungsquadrat on? = i
nach Gl. B.83. Es folgt somit fiir das Signal-Rauschleistungsverhaltnis

72
on?

Wird fiir eine hohe Modulationsbandbreite B die Beobachtungszeit sehr klein (und dementspre-

chend méglicherweise it < 1), so kann dennoch ein grofies SRV dadurch erzielt werden, dafi man

die Signalleistung des Sendelasers vergrofert, um sicherzustellen, daf§ die in einer Beobachtungszeit

am Detektor registrierte Photonenanzahl n grof ist.

B.4 Fermionen

Als Fermionen bezeichnet man Teilchen (es handelt sich um solche mit halbzahligem Spin), von
denen maximal ein einziges Teilchen in ein- und demselben Zustand vorhanden sein kann (sie sind
im Gegensatz zu den ,geselligen“ Bosonen extrem ,ungesellig®). Es wird gezeigt, daf sich dieses
Verhalten durch folgende Vertauschungsrelationen fiir Vernichter und Erzeuger von Fermionen
reproduzieren 18t (zur Definition des Antikommutators siehe Gl.2.104):

b6 =1, [b,8]1 = [b", 0"+ = 0. (B.94)

Der Operator bTbist hermitesch, es soll untersucht werden, ob er analog zu Gl. B.55 die Bedeutung
eines Anzahloperators besitzt. Es ist das Eigenwertproblem

b'bln) =n|n) (B.95)
zu l6sen. Aus den Antikommutatoren von GI. B.94 folgt:

bb' +b'b=1
biobTh + bioTon = b'p

b'bb'b — bib =0 (B.96)

bbb — 1) =0
nn—1)=0

Die letzte Zeile folgt aus Gl.2.105, GI. 2.106. Der Anzahloperator besitzt nur die Eigenwerte n =
0,1 (entsprechend den Zusténden |0 ), |1 ) ), wie fiir Fermionen gefordert. Jetzt wird die Wirkung
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von Erzeugern und Vernichtern iiberpriift:

b1y = 1)
bbb 1) =b|1)
(I-b'0)b|1) =b|1)
bib{b[1)}=0-{b]1)}

Daraus folgt ferner (die Normierungskonstante hat den Wert 1)
b1) =[0), bbl1) =100) =0. (B.983)

Vernichtet man im Zustand |1 ) ein Fermion, erhilt man den Zustand |0 ). Im Zustand |0 ) 148t
sich kein weiteres Fermion vernichten. Analog erhélt man aus

b'[0) =0
(L-bbM0) =0
bb'0) =10)
b(b0)} =1-{b70)}

die Ergebnisse
biloy =[1), bibflo) =bf|1) =o0. (B.100)

Im Zustand |0 ) 148t sich ein Fermion erzeugen, aber kein weiteres.

Zur Berechnung der Statistik im thermischen Gleichgewicht darf jetzt nicht der statistische
Operator von GI.2.130 verwendet werden. Der Operator von GI.2.130 gilt fiir ein kanonisches
Ensemble, er maximiert den Erwartungswert des Entropie-Operators (—klng) (der Ausdruck
Sp[o(—kIn p)] wird maximiert) unter der Nebenbedingung, da8 der Erwartungswert der Energie
(H) gegeben ist.

Hier muf der statistische Operator eines groflkanonischen Ensembles verwendet werden, welcher
den Erwartungswert des Entropie-Operators unter den Nebenbedingungen maximiert, dafy sowohl
der Erwartungswert der Energie ( H ), als auch der Erwartungswert der Teilchenanzahl (') =
(N) gegeben ist (N = bh ist der Anzahloperator).

Der statistische Operator fiir das grokanonische Ensemble lautet:

(N -H
exp< - )

)

Die Konstante ¢ hat die Bedeutung des chemischen Potentials pro Teilchen. Interessiert man sich
fiir einen Fermionenzustand der Energie E, so ist der Energieoperator des Systems

H=EN = Eb'b. (B.102)

(B.97)

(B.99)

(B.101)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Fermion im Zustand anzutreffen, ist

w(1) = Sp(e

(i

1) (1)) = (1]e|1)
oo [SSRE]L) o [€2E)]

kT kT 1
1
> (n

3 (o €= ma),) Ctew [ e [L=Ipe

GIl. B.103 ist die Fermi-Dirac-Verteilung. Wie man sieht, hat die Konstante ¢ die Bedeutung der
Fermi-Energie Er. Man erhélt somit die Fermiverteilung

1

FE — Er ’
exp T +1

(B.103)

w(l) =

w(0) +w(l) =1. (B.104)
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B.5 Der Oszillator bei groflen Quantenzahlen

Ein klassischer harmonischer Oszillator (Massenpunkt der Masse m) schwingt um die Ruhelage
z =0

d
x = Acoswt, p= md—f = —mwAsinwt. (B.105)
Die Energie des Oszillators ist
P’ 1 2 2 1 2 A2 (in2 2 1 2 42
H= o + SmwTz” = Smw A= (sin” wt + cos” wt) = 5w A= (B.106)

Diese Energie wird fiir groe Quantenzahlen n mit der in Gl. B.64 berechneten Energie des quan-
tenmechanischen Oszillators verglichen:
1 1
E, =~ hwn = imwQAQ, — n= 5112142 mit v = % (B.107)
Die Wahrscheinlichkeitsdichte w(x), mit welcher der klassische Oszillator in einem Intervall z, x 4+
dzx auf der x-Achse lokalisiert werden kann, ist proportional zur Zeit dt, die er in diesem Intervall
verbringt. Aus

1 x dz

t=  ATeCos —, dt = R Ca (B.108)

folgt fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte (mit einer Normierungskonstanten c)
c

w(z) = Voot (B.109)
Wegen

+A

z |+A
/ w(z)dx =1 = ¢ arcsin Al = (B.110)
A

erhélt man das Ergebnis
1

VA2 — 22

Die Wahrscheinlichkeitsdichteamplitude v, (z) fiir die Lokalisierung eines Oszillators mit der Ener-

gie F,, ist die normierte Losung der Schrodingergleichung Gl. 3.56. Sie lautet (v ist der in GL. B.107
definierte Parameter)

2,2
Yo (x) = 4 /W H, (vx)exp (’u; >, H,, Hermite-Polynom. (B.112)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist das Absolutbetragsquadrat der WDA
wn(x) = |¢n(x)‘2 =

w(z) = (B.111)

2”75\/? H2(vx) exp (—v2?). (B.113)
Diese Wahrscheinlichkeitsdichte sollte fiir grofe Quantenzahlen n gegen die Wahrscheinlichkeits-
dichte von GIL. B.111 konvergieren.

Zur Uberpriifung bendtigt man die nachstehend angefithrten, fiir n > 1 giiltigen Beziehungen:

n n
n! = v2nmw (7) ,
€

2n+1 (ﬁ)n
__\e’/

COos &

. < VT >
o = arcsin )
V2n

1
exp (na?) cos [(271 + 2) o — n2ﬂ':| , (B.114)

XXI



Diese Beziehungen werden in Gl.B.113 eingesetzt. Ferner wird cosa durch v/1 — sin? o ersetzt.
Wegen sinarcsina = « erhilt man nach Kiirzen von Ausdriicken in Z#hler und Nenner und
teilweises Ersetzen von n durch A (nach G1.B.107 gilt 2n = v?>A2%) das Zwischenergebnis

wy(z) = ﬁ exp (2na? — v?2?) cos? [(271 + ;) o — n;r] (B.115)
Fiir grole Werte von n gilt
2na? = 2n arcsin® (”) o U e (B.116)
V2n 2n

und somit exp (2na? — v?z?) ~ 1. Die cos?-Funktion ist fiir groe Werte von n eine extrem rasch
oszillierende Funktion (jeder Massen-, Punkt* mit einer noch so kleinen, aber endlichen Ausdeh-
nung wiirde sehr viele der Oszillationen der Funktion {iberdecken), sie kann durch ihren Mittelwert
1/2 ersetzt werden: Unter diesen Voraussetzungen liefern Gl.B.111 und Gl.B.115 identische Er-
gebnisse.

Abb. B.2 zeigt den Verlauf der klassisch und der quantenmechanisch berechneten Wahrschein-
lichkeitsdichten. Man beachte, daf3 der klassische Massenpunkt sich nur innerhalb des Intervalls
—A <z < +A aufhalten kann, wogegen fiir den quantenmechanischen Oszillator auch auflerhalb
dieser Grenzen eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit besteht (sie nimmt mit zunehmender
Entfernung von den klassischen Grenzen rasch ab). Die quantenmechanische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit ist innerhalb der klassischen Grenzen eine (fiir zunehmende Werte von n immer
rascher) oszillierende Funktion.

3
>
||
[
x
N

Y
t

Abbildung B.2: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten (hier mit P(z) bezeichnet) der Lokali-
sierung eines klassischen und eines quantenmechanischen Oszillators.
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B.6 Teilchen am halbdurchlissigen Spiegel

An einem verlustlosen, halbdurchlédssigen Spiegel gelten zwischen Eingangssignal und Ausgangs-
signal die Beziehungen (7/2 Phasenverschiebung bei Transmission)

0)=n ) 0) ()= 5)(5)
= ) , = _ . B.117
()= 05 2)) " w1 )\ (B4
Die Matrix ist unitér, deshalb gilt (1]1) + (2]2) = (3[3) + (4]4).

Besteht zwischen den Eingangssignalen eine Phasenbeziehung

2) =e?1),  (1]1)=(2]2), (B.118)

so erhiilt man durch Einsetzen in Gl. B.117 die Ausgangssignale

3) = 350 +eM) (313) = (1+sin) (1]1) 519
4) = HA+ieN1)  (4]4) = (1=sing) (1]1)

Mit einer geeignet gewidhlten Phasenverschiebung ¢ 148t sich an den Ausgéngen konstruktive oder
destruktive Interferenz erzielen.

Y2

y

Y4

Abbildung B.3: Verlustloser, halbdurchlissiger Spiegel.

Es sollen nun unterscheidbare (klassische) Teilchen betrachtet werden. Teilchen 1 im Eingang
1 ist durch den Zustand |1 ); beschrieben, Teilchen 2 im Eingang 2 durch |2 )5. Der vollstéindige
Eingangszustand kann durch einen Produktket |a ) =1 )12 )2 =1,2) beschrieben werden (in
Kets oder Bras beziehe sich immer das erste Argument auf Teilchen 1, das zweite auf Teilchen 2).
Setzt man fiir |1 )1, |2 )2 aus G1. B.117 ein, so erhilt man fiir den resultierenden Endzustand

o) = 5(=4313.3) = 13,4) +]4.3) —j[4,4)) (B.120)
Es sind 4 Félle mit je einer Wahrscheinlichkeit von 25% moglich: Beide Teilchen werden reflektiert
(Zustand |4, 3 ) ); beide werden transmittiert (Zustand |3,4 ) ); Teilchen 1 wird reflektiert, Teilchen
2 wird transmittiert ((Zustand |4,4 )); Teilchen 1 wird transmittiert, Teilchen 2 wird reflektiert
((Zustand |3,3) ).

Bei nicht unterscheidbaren Teilchen ist nicht klar, ob Teilchen 1 in Eingang 1, Teilchen 2 in
Eingang 2 landet, oder aber Teilchen 1 in Eingang 2, Teilchen 2 in Eingang 1. Es konnen daher
zwei Zustdnde unterschieden werden, die sich symmetrisch oder antisymmetrisch im Bezug auf die
Vertauschung der beiden Teilchen verhalten:

(11,2) +12,1))
(11,2) =12,1))

(B.121)
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Man beachte, dafl sich die Kets auf die Ortszusténde beziehen; berechnet man durch Einsetzen
aus Gl. B.117 die entsprechenden Endzustéinde, so folgt

o)y = L(=j13,3) —jl4,4))

} (B.122)
Bosonen existieren immer in insgesamt symmetrischen Zusténden (z.B. Photonen im Ortszustand
|a )4, deren Zustand auch im Bezug auf den Spin = die Polarisation symmetrisch ist), sie landen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit im selben Ausgang (3 oder 4). Ist der Anfangszustand antisym-
metrisch, so landen die Teilchen immer in verschiedenen Ausgéngen. Das trifft auch fiir Photonen
zu, deren Spinanteil (= Polarisationszustand) antisymmetrisch ist (antisymmetrischer Ortsanteil
und antisymmetrischer Spinanteil geben insgesamt einen beziiglich Teilchenvertauschung symme-
trischen Gesamtzustand).

B.7 Unmoglichkeit des Klonens von Zustinden

Soll ein Zustand | ¢ ); in einem Universum 1 in einem Universum 2 in einem Ket | ¢ )2 reproduziert
werden, so miifite ein unitidrer Operator U existieren, der folgende Eigenschaft besitzt:

Ulp )110)2 =Ulp,0) =|p )le)2=lp,¢) (B.123)

Fiir einen aus Eigenzustédnden |1 ), |2 ) eines Operators superponierten Ket |¢ ) =a|l) +b|2)
miilten daher folgende Beziehungen erfiillt sein:

Ulp,0) =]p,¢)
=(all) +b[2))(al1) +b[2))

=a21,1) +ab[1,2) +bal2,1) +b2|2,2), (B.124)
Ulp,0) =Ufall) +b[2))[0)

=al1,1) +b[2,2).

Diese Beziehungen sind nur fiir ab = 0 vertriiglich. Der Zustand |¢ ) mufl daher entweder der
bekannte Zustand |1 ) oder der bekannte Zustand |2 ) sein. Ein vollstindig bekannter Zustand
|1) oder |2) kann aber immer durch Priparation erzeugt werden.

B.8 Bell-Zustinde. Bell-Zustands-Messungen

Zwei Photonen mit orthogonalen Polarisationszustéinden |h ), |v) (horizontal, vertikal linear
polarisiert) fallen aus Richtungen 1, 2 auf einen halbdurchlissigen Spiegel. Eine mogliche Basis
bilden die Zusténde

[halh)a=[hh), Johfv)e=]v,v), |[hhlv)e=I[hv), [v)i|h)2=]|v,h). (B.125)

Eine andere mégliche Basis bilden die verschrinkten Zustédnde (Bell-Zusténde)

@), = %ﬂ h,h) 4+ |v,v)) Spinanteil symmetrisch

®)V,=-~(hh) —|v,v Spinanteil symmetrisch

[® )= J5(1hh) ~[v,0)) Spinanteil sy 5126)
|U), = %ﬂ h,v) +|v,h)) Spinanteil symmetrisch

| ), = %ﬂ h,v) —|v,h)) Spinanteil antisymmetrisch

Man beachte, dafl sich jeder der Zustéinde Gl. B.126 in jeden der anderen Zustinde durch Mani-
pulation eines einzigen Photons umwandeln 1i8t (z. B. |¥ )}, in |V )}, dadurch, da8 die Phase
eines der Photonen um 7 verschoben wird). Zusténde | ¥ )7, lassen sich etwa durch parametrische
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Abwértsmischung in optisch nichtlinearen Kristallen erzeugen (ein Photon der Energie hf zerfillt
spontan in zwei Photonen der Energie hf/2, welche mit verschrinkten orthogonalen Polarisationen
in verschiedene, genau definierte Richtungen emittiert werden).

Welcher Bell-Zustand vorliegt, kann durch eine Bell-Zustands-Messung (BSM = Bell state
measurement) ermittelt werden.

Photon 4 zu Bob
EPR-Quelle -

Photon 2 zu Alice

Photon 1 Arm 3
—> \ > » pwW1 ¥ hi

¥ Arm 4 V1

PW2 — h2

VVZ

Abbildung B.4: Teleportation, Bell-Zustands-Messung. PW1, PW2 Polarisationsweichen, EPR-
Quelle (Einstein-Podolsky-Rosen-Quelle) erzeugt verschrinkte Photonen.

Fiir die BSM wird zunéchst angenommen, dafl die verschréankten Photonen aus den Richtungen
1, 2 auf den halbdurchldssigen Spiegel fallen, siche Abb. B.4. Es ergeben sich folgende Verhéltnisse:

e |®)],, |® )5y Da die Spinanteile der Zustinde symmetrisch sind, miissen auch die Orts-
anteile symmetrisch sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zustinden).
Beide Photonen gehen entweder in Arm 3 oder in Arm 4, und da sie gleiche Polarisation
aufweisen, an der Polarisationsweiche wieder in den selben Ausgang; es landen somit beide
Photonen in einem Detektor bei hl (oder v1, oder h2, oder v2).

e | ¥ ),: Da der Spinanteil des Zustands symmetrisch ist, muf§ auch der Ortsanteil symmetrisch
sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zustéinden). Beide Photonen gehen
wieder entweder in Arm 3 oder in Arm 4, da sie aber orthogonal polarisiert sind, gehen sie
nach der Polarisationsweiche in verschiedene Ausgéinge. Es landet ein Photon bei hl, eines
bei v1 (oder eines bei h2, eines bei v2).

e | U )1,: Da der Spinanteil des Zustands antisymmetrisch ist, mufl auch der Ortsanteil antisym-
metrisch sein (Photonen existieren als Bosonen in symmetrischen Zusténden). Ein Photon
geht in den Arm 3, eines in den Arm 4, da sie aber orthogonal polarisiert sind, gehen sie
nach den Polarisationsweichen in verschiedene Ausginge. Es landet ein Photon bei hl, eines
bei v2 (oder eines bei h2, eines bei v1).
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B.9 Teleportation eines Quantenzustands

Abb.B.4 zeigt die Versuchsanordnung: Der unbekannte Zustand eines Photons 1 (im Labor bei
Alice)

[ )1 =alh )1+ Blv) (B.127)

soll an einem Photon 4 an einem anderen Ort (im Labor von Bob) reproduziert werden. Wie in
Abschn. B.7 erldutert wurde, ist ein Klonen des Zustands unmdglich. Es ist aber (wie nachstehend
gezeigt wird) moglich, das Photon 1 zu vernichten, und ein Photon 4 mit identischen Eigenschaften
zu Bob zu senden.

Zunichst erzeugt eine EPR-Quelle zwei verschrinkte Photonen 2, 4 im Zustand

1
V2

Photon 2 lauft zu Alice, Photon 4 zu Bob. Der Gesamtzustand der Photonen 1, 2 und 4 ist das
direkte Produkt der Kets | )1 und | )5,:

U)oy = —=([h)2|v)a—|v)2|h)s) (B.128)

[V 121 = [ )1 )gy =
= Zs(alh )i+ Bl ) )| B )alv )a — v )2l h )a) = (B.129)
= 5(alh )1k )alv ha = alh 1 [v Yol B Yo+ Blo )ik )alv )a = Bl hiv )al b )a),

Dieser Ket 148t sich mit den in Gl. B.126 definierten Bell-Zusténden folgendermaflen schreiben:

@)l (alv ) —Blh)a)+
+31® ) n(alv)a+ Bl )a)+
+31 W) a(—alh s+ Blv )a)+
+31 0 ) a(=alh)a = Blv )a).

(B.130)

Alice macht in ihrem Labor an den beiden ihr zur Verfiigung stehenden Photonen 1, 2 eine Bell-
Zustands-Messung. Das Ergebnis kann einer der vier méglichen Bell-Zusténde sein. Ist das Ergebnis
der Zustand | ¥ )15, so kann sie Bob iiber eine klassischen Kanal mitteilen, dafl sich das auf dem
Weg zu ihm befindliche Photon 4 im Zustand | )4 = —a|h )4 — B|v )4 befindet, also bis auf eine
nicht observable Phase 7 teleportiert wurde. Sollte das Ergebnis der Zustand | ¥ )7, sein, so kann
sie Bob mitteilen, daf sich Photon 4 im Zustand —al|h )4 + S|v )4 befindet, also Bob die Phase
zwischen |h )4 und |v )4 noch um 7 drehen mufl. Fiir die restlichen beiden Moglichkeiten gelten
analoge Uberlegungen.

B.10 Die Bellsche Ungleichung

In Abschn. 3.1.2 wurde erwéhnt, daf in [4] gezeigt wurde, dafl es keine lokale Theorie mit verbor-
genen Variablen geben kann, welche die Vorhersagen der Quantentheorie aus den verschrankten
Zusténden dupliziert. Man kann den Photonen beim Start keine klassische a-priori-Information
dariiber mitgeben, wie sie sich an zwei Orten A, B in einem Experiment zu verhalten haben,
derart, dafl die Vorhersagen der Quantentheorie mit verschrénkten Zustédnden dadurch dupliziert
wiirden.

Die Versuchsanordnung sei wie in Abb. 3.1. Ein Analysator fiir lineare Polarisation bei A kann
unter den Winkeln ¢ 41, 942 orientiert werden, einer bei B unter ¥p1, ¥p2. Bei A werde eine
Variable a(9) definiert, welche die Werte (41) oder (-1) annehmen kann, je nachdem, ob ein bei
A ankommendes Photon den Analysator passiert oder nicht. Analog wird bei B eine Variable
b(?) definiert, welche ebenfalls die Werte (41) oder (-1) annehmen kann, je nachdem, ob ein bei
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B ankommendes Photon den Analysator passiert oder nicht. Man definiert eine Funktion dieser
beiden Variablen

F‘(CL7 b) = [a(ﬂAg) + a(ﬁAl)]b(ﬂBﬂ + [a(ﬁAg) — a(ﬁAl)]b(ﬁBg>. (B.131)

Wie man durch Einsetzen der moglichen Werte fiir die Variablen tiberpriift, kann diese Funktion
nur die Werte +2 anehmen, es gilt

F(a,b) =42, d. h. |F(a,b)|=2. (B.132)

Man nimmt nun an, es existiere eine 'verborgene’ Variable A\, welche bei der ’Geburt’ der Zwillings-
photonen festgelegt wurde und das Zufallsverhalten der Photonen steuert (némlich, wie sie sich an
den Analysatoren zu verhalten haben). Die Variablen a, b sind nun von A abhiingig, a = a(d4, ),
b=>b(Ip,\).

Mit einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsdichte w(A) gilt nun

Jw(N)dr =1,
Jw(N)|F(a,b)|d\ =2, (B.133)
| [w(N)F(a,b)dA| < 2.
Aus der letzten Zeile in Gl. B.133 folgt durch Einsetzen von F'(a,b) aus Gl. B.131 die Bezichung

‘ < a(ﬂAg,)\)b(ﬂgl,)\) > +
+ < a(Pa1, \)b(0p1,A) >+ (B.134)
+ < a(ﬂAQ,)\)b(ﬂBQ,A) > —< a(ﬁAl,)\)b(ﬁBQ,)\) > ‘ < 2.

Die spitzen Klammern bezeichnen Erwartungswerte beziiglich der Zufallsvariablen A. Kann diese
Beziehung (die Bellsche Ungleichung) in Auswertung irgendeines Experiments verletzt werden, so
kann fiir dieses System keine lokale Theorie mit verborgenen Variablen existieren. Im folgenden
Abschnitt wird gezeigt, dafl diese Gleichung durch Experimente mit verschrinkten Zustdnden
verletzt werden kann.

B.11 Die Verletzung der Bellschen Ungleichung mit ver-
schrinkten Zustinden

Es werde der Zustand von Gl. 3.13 untersucht:

1
Vo) = 75 (100) +[x/2.7/2)). (B.135)

Aus Gl 3.11, GI. 3.14 werden folgende Beziehungen tibernommen:

(Va,98 |¢o) = (04 —7/2,98 —7/2|2)y) = 7008(79,4—193),

f (B.136)
<?9A—7T/2,193‘1/}0>= —<19A,?93—7T/2‘1/}0> —ﬁSIH(ﬁA—ﬁB).
Damit erhilt man fiir die Wahrscheinlichkeiten W der einzelnen Ereignisse
W(’&A,’ﬂB) = W(19A — 77/2,193 - 7T/2) = %COS2 (’L9A - 193), (B137)

W(Wa—1/2,95)= W(Wa,dp—7/2) =1isin®Ws—9p).
Ein quantentheoretisch berechneter Erwartungswert des Produktes von Variablen a(d4)b(dp) ist

daher

(A08) > = (DI, ) £ (CDCIW 08 — /20— 7/2)+
+(+1)(—1)W(19A, B—7/2)+ (=1)(+1)W (4 — 7/2,95) = (B.138)
= cos? (V4 — V) —sin? (94 — 9p) = cos (204 — 203B).
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Der nach GI. B.134 zu berechnende Wert ist somit

| cos (20 a2 — 29p1) + cos (2041 — 29p1) + cos (20 42 — 29p2) — cos (2041 — 29p2)| (B.139)
Wahlt man beispielsweise fiir die Winkel

Y41 =0, Yaa=n/4, Ip1=7/8, Vps=37/8, (B.140)

so erhélt man das Ergebnis
4
|4 cos(m/4)| = |W| =2V2>2. (B.141)

Damit ist die Bellsche Ungleichung verletzt. Mefergebnisse mit verschrinkten Zustédnden sind
somit nicht durch eine lokale Theorie mit verborgenen Variablen zu erkldren.

Eine ausfiihrliche Behandlung von verschrinkten Zustéinden (mathematische Behandlung, Er-
zeugung, ferner Grundlagen der in dieser Vorlesung nicht behandelten sogenannten Quetsch-
zustdnde = squeezed states) mit vielen weiterfithrenden Literaturangaben findet man in [6], [27],
[7].
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Andere Ableitung von GI. (B.12) - (B.14)

Grundgedanke: Eine GrolRe ist dann berechnet, wenn sie auf einer Seite einer Gleichung mit
einer 1 oder einem Einheitsoperator multipliziert erscheint.
Aus
| bi)y = U | ai)
folgt il biMail=UY,; | aifai |=UI =U
oder, adjungiert U* = ¥; | ai)(bi |

Die Matrixelemente von U und U™ in der a-Darstellung sind:
U = (@|U]a) = (@ | Ti | bdax | a5) = Tilail bi) S = {ailby)

U;.(a) = (ai|lUt|@) = (ai | Tp | a)b | aj) =Xy Sik(bla) = (bila) = (aj| bi)*

Erlauterung zur Bemerkung nach Gl. (B.122)

Ein Zustand sei antisymmetrisch beziglich einer Vertauschung der Teilchen (| 1), | 2)
bezeichnen die Eingange 1, 2 am Spiegel, die Subskripte 1, 2 bezeichnen die Teilchen):

lay=1/v2 (1 1)112)2—12)111)2)

Ein Zustand sei antisymmetrisch in der Polarisation (| k), | v) bezeichnen horizontale und
vertikale lineare Polarisation):

| p) =1/¥2 (I )1l v)a—1 v | b))
Der Zustand | a) | p) enthalt nach Multiplikation vier Terme
[a) | p)= 1/2 (11,h)1 | 2,v)2—1 1, v)1 1 2,h)2—]2,h)1 | L, v)o+ | 2,v)1 | 1, h)2)

Der resultierende Zustand ist somit symmetrisch bezuglich einer Vertauschung der beiden
Teilchen.



Wahrscheinlichkeitsdichten (siehe Kap. B.3.6)

(aufgetragen in z-Richtung) von Kophasalkomponente (x-Richtung im Diagramm) und
Quadraturkomponente (y-Richtung im Diagramm) von thermischem (= Gau3schem)
Rauschen und von einem Oszillator, bei dem eine stabile Amplitude vorhanden ist (die Phase
ist gleichverteilt, da fur sie keine Riickstellkraft existiert; fir einen idealen Oszillator wird die
Flache zu einem Dirac-Zylinder).

z= 0.809865
z=0.4387

z=0.187535




Erlauterung zu Formel B.131

Summe oder Differenz der

A1) | an2) | b(%1) | B(%2) | A(%a2) +A(9a) | Al9a2) - A(9a1) | “jetpten beiden Spalten
1 1 1 1 2 0 +2
1 1 1 -1 2 0 +2
1 1 -1 1 2 0 +2
1 1 -1 -1 2 0 +2
1 -1 1 1 0 -2 +2
1 -1 1 -1 0 -2 +2
1 -1 -1 1 0 -2 +2
1 -1 -1 -1 0 -2 +2
-1 1 1 1 0 2 +2
-1 1 1 -1 0 2 +2
-1 1 -1 1 0 2 +2
-1 1 -1 -1 0 2 +2
-1 -1 1 1 -2 0 +2
-1 -1 1 -1 -2 0 +2
-1 -1 -1 1 -2 0 +2
-1 -1 -1 -1 -2 0 +2




Bellsche Ungleichung (andere Ableitung)

(siehe auch Kapitel B.10 der Vorlesung ,,Einfuhrung in die Quantentheorie®).

Identische Zwillinge Identische Photonenzwillinge
1. GroRe (moglich: grof, klein) 1. Polarisation unter 91 (mdglich: H1, V1)
2. Augen (moglich: blau, braun) 2. Polarisation unter 92 (mdglich: H2, V2)
3. Haare (moglich: dunkel, hell) 3. Polarisation unter 33 (mdglich: H3, V3)

Es gibt 8 Maglichkeiten fiir die Messung der drei mel3baren Eigenschaften Grolie,
Augenfarbe, Haarfarbe der Zwillingpaare:

groR=H1 blau=H2 dunkel=H3
groR=H1 blau=H2 hell=Vv3
groR=H1 braun=Vv2 dunkel=H3
groR=H1 braun=Vv2 hell=V3
klein=V1 blau=H2 dunkel=H3
klein=V1 blau=H2 hell=V3
klein=V1 braun=Vv2 dunkel=H3
klein=V1 braun=Vv2 hell=V3

Fur die Anzahl der Paare mit bestimmten Eigenschaften gilt folgende Ungleichung:

grol3=H1 grof3=H1 Grole beliebig \ __
Anzahl < blau=H2 ) < Anzahl (Augen beliebig> + Anzahl ( blau=H2 ) -

Haare beliebig dunkel=H3 hell=V3
_ grol3=H1 grol3=H1
= Anzahl ( blau=H?2 > + Anzahl (braun:VZ ) +
dunkel=H3 dunkel=H3
rolR=H1 klein=V1
+ Anzahl glau:HZ + Anzahl <blau=H2>
hell=V3 hell=V3

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, falls
Anzahl (lﬁzougn::,lz) =0 und Anzahl ('Eﬁﬁﬂ:ﬁ ) =0
dunkel=H3 hell=V3
Kann diese Ungleichung verletzt werden, so bedeutet das, dal? die Annahme des lokalen
Realismus fur die betrachteten Messungen nicht gilt (lokal = die Messung an einem Ort ist

unabhédngig von einer Messung an einem anderen Ort; Realismus = die gemessenen Objekte
haben die ihnen zugeschriebenen Eigenschaften tatsdchlich und unveranderlich).

Die Photonenzwillinge seien im Zustand |y> = ([0,0> + |n/2, n/2 >) [/2 .
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude, dal? sie unter 94 , 9g orientierte Analysatoren passieren:
< 94,98 |\|l> = (1/\/?) Ccos (SA -9 ) , < 94,98 - /2 |\|l> =- (1/\/?) sin (SA -9 )
Obige Ungleichung lautet daher fur diese (verschréankten) Zwillinge:
<91, 82 [y>* < [< 9, 85 |yl + < 82, 93 - /2 [y> [
Speziell gilt fir 9,= n/8, 9,= 0, 9= - n/8
cos¥(n/8) < cos’(m/4) + sin’(w/8)
cos¥(n/8) - sin’(n/8) < cos’(n/4)
cos(n/4) < cos’(n/4)
1 < cos(n/4)
Die Ungleichung ist verletzt. Lokaler Realismus gilt nicht flr verschrénkte Zustande.





